
ِػڀ٧٥ ٴرٻ ا٬ب٩ا٬ٻغڀا

ا٬مٙب:

ت٥ٵٿ غڀاٌٿ ٘٭ٻٮ تحػڀبځة | غڀاٌځات |

 ٰ٭صه لا٫ٰ
 ٿ٠

 اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة

 إ٘طاض اڄـتاظ:

٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫
 آشػ ترطڀث:

قلم الجزائر2021/  04/  05
WWW.DZPEN.COM

https://www.dzpen.com


 ℂ٘طاض ا٬ٱػ٨بة بـ: ػٰؽ إ٬ٽ ٰحٱٻ٘ة اڄٴ 
𝑧فٱٿ ا٬ٙباغة ٴ٬م٫٩ ا٬حبػپ: ا  = 𝑥 + 𝑖𝑦  با٬م٫٩ ا٬حبػپ ٬٭ٙطض ا٬ٱػ٨ب𝑧  :ذځث𝑥  ٺ𝑦  ٘طضاٲ ذ٥ځ٥ځاٲ

𝑖2ڀر٣٥:  ℂ٘ٵىػ ٜځػ ذ٥ځ٥ٿ ڀٵتٱٿ إ٬ٽ  𝑖ٺ  = −1.
.𝑅𝑒(𝑧)ٺڀػٰؽ ٬ٷ با٬ػٰؽ  ٬𝑧ـ  ٬حؽء ا٬ر٥ځ٥ٿبا 𝑥فٱٽ ڀ 
.𝐼𝑚𝑔(𝑧)ٺڀػٰؽ ٬ٷ با٬ػٰؽ  ٬𝑧ـ  ٬حؽء ا٬تصځ٭ٿبا 𝑦فٱٽ ڀ 
𝑧، ذځث: 𝑧ا٬ٙطض ا٬ٱػ٨ب  ٰػا٣٠ 𝑧فٱٽ ڀ  = 𝑧 − 𝑖(𝑦). 
:ℂًٙ ا٬ٙٱ٭ځات ٠ٿ ب 

٬𝑧𝑛ځ٩ٳ  = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛  أ٘طاض ٰػ٨بة، ٺ٬ځ٩ٳ𝛼 :٘طض ذ٥ځ٥ٿ، ٬طڀٵا ٰاڀ٭ٿ
o 𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1) + (𝑥2 + 𝑖𝑦2) = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2) 
o 𝑧1 ∙ 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1) ∙ (𝑥2 + 𝑖𝑦2) = 𝑥1𝑥2 + 𝑖𝑥1𝑦2 + 𝑖𝑦1𝑥2 + 𝑖2𝑦1𝑦2= 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2 + 𝑖(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1) 
o

1𝑧 = 1𝑥+𝑢𝑦 = 𝑥−𝑖𝑦(𝑥+𝑖𝑦)(𝑥−𝑖𝑦) = 𝑥−𝑖𝑦𝑥2−(𝑖𝑦)2 = 𝑥−𝑖𝑦𝑥2+𝑦2 = 𝑥𝑥2+𝑦2 − 𝑖 𝑦𝑥2+𝑦2  ; 𝑧 ≠ 0 
 ٻان ٘طض ٰػ٨ب:ش 

o𝑧𝑧 = (𝑅𝑒(𝑧))2 + (𝐼𝑚𝑔(𝑧))2 = 𝑥2 + 𝑦2 

o 𝑧 − 𝑧 = 2𝑖𝐼𝑚(𝑧) = 2𝑖𝑦 

o z + 𝑧 = 2𝑅𝑒(𝑧) = 2𝑥 

o 𝑧 = 𝑧 

o 𝑧𝑛 = 𝑧𝑛 ٰٗ 𝑛 ∈ ℕ∗ 

o (1𝑧) = 1𝑧 ٰٗ z ≠ 0 

o (𝑧𝑤) = 𝑧𝑤 ٰٗ 𝑤 ≠ 0 

 ډذٕات:ٰ 

o  اظا ٨اٲ𝑦 =  ذ٥ځ٥ٿ. zٴ٥ٻ٪ أٲ ا٬ٙطض   0

o  اظا ٨اٲ𝑥 =  تصځ٭ٿ وػٞ. zٴ٥ٻ٪ أٲ ا٬ٙط  0

o  ڀ٩ٻٲ ا٬ٙطض ا٬ٱػ٨بz ٰٙطٺٰا اظا ٺ٥٠ُ اظا ٨اٲ 𝑅𝑒(𝑧) = 𝐼𝑚(𝑧) ٺ 0 = 0 

٬ت١فځػ ا٬ٹٵطـٿ ٬٭ٙطض ا٬ٱػ٨ب:ا 
;𝑂)ٰٵفٻب إ٬ٽ ا٬ٱٙ٭ٯ ا٬ٱتٙاٰط ا٬ٱتحاٴؿ ا٬ٱفتٻپ ا٬ٱػ٨ب  𝑢⃗ , 𝑣 )

;٫٩٬𝑀(𝑥 ٴ٥ّة  𝑦)  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٴػ٣٠ ا٬ٙطض ا٬ٱػ٨ب𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦.
o  ٴ٥ٻ٪ أٲ ا٬ٵ٥ّة𝑀  ٸٿ وٻغة ا٬ٙطض ا٬ٱػ٨ب𝑧  ٖٺا٬مٙا ،𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑧ڀفٱٽ ٨ع٧٬ وٻغة ا٬ٙطض ا٬ٱػ٨ب   
o  ٫٨ ٴ٥ّة𝑀  ٸٿ وٻغة ا٬ٙطض ٬ٙطض ٰػ٨ب ٺذځط𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ٺٴ٥ٻ٪ أٲ ،𝑧  ا٬ٵ٥ّة ڈذ٥ة𝑀. 

o  ٺا٬ٱفتٻپ ڀفٱٽ  ا٬ٱرٻغ ا٬تصځ٭ٿٺٰرٻغ ا٬تػاتځب ڀفٱٽ  غ ا٬ر٥ځ٥ٿا٬ٱرٻٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ ڀفٱٽ
.ا٬ٱفتٻپ ا٬ٱػ٨ب

تٙاغڀٟ ٺشٻان ٸاٰة ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة 1
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 ٘٭ٽ ا٬تػتځب. 𝑧𝐵ٺ  𝑧𝐴ٴ٥ّتاٲ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ڈذ٥تاٸٱا  𝐵ٺ  𝐴 ذ٥ة لٙاٖ: ڈ 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ڈذ٥ة ا٬مٙاٖ  𝑧𝐵 ٸٿ:  ⃗  − 𝑧𝐴. 

|𝑧| ذځث: |𝒛|ا٬ٙطض ا٬ر٥ځ٥ٿ ا٬ٱٻجب ا٬عپ ٴػٰؽ ٬ٷ بـ:  𝑧فٱٿ ِٻڀ٭ة ا٬ٙطض ا٬ٱػ٨ب ٴٻڀ٭ة ٘طض ٰػ٨ب: ِ  = √𝑥2 + 𝑦2  

 ٻان ِٻڀ٭ة ٘طض ٰػ٨ب:ش 
𝐴𝐵٘٭ٽ ا٬تػتځب:  𝑧𝐵ٺ  𝑧𝐴ٴ٥ّتاٲ ڈذ٥تاٸٱا  𝐵ٺ  𝑤 .𝐴ٺ  𝑧ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طضڀٳ ٰػ٨بځٳ  = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| 

o 𝑧 ∙ 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 = |𝑧|2 

o |𝑧| ≥ 0 

o −|𝑧| ≤ 𝑅𝑒(𝑧) ≤ |𝑧| 

o −|𝑧| ≤ 𝐼𝑚(𝑧) ≤ |𝑧| 

o |𝑧| = |𝑧| 

o |−𝑧| = |𝑧| 

o |𝑧 ∙ 𝑤| = |𝑧| ∙ |𝑤| 

o |𝑧| ≤ |𝑥| + |𝑦| ≤ √2|𝑧| 

o |𝑧|𝑛 = |𝑧𝑛| 

o |𝑧𝑤| = |𝑧||𝑤| ٰٗ 𝑤 ≠ 0 

o |𝑧 + 𝑤| ≤ |𝑧| + |𝑤| 

o |𝑧 − 𝑤| ≤ |𝑧| − |𝑤| 

𝑧𝐵| ٬ت١فځػ ا٬ٹٵطـٿ ٬ّٻڀ٭ة ٘طض ٰػ٨ب:ا  − 𝑧𝐴𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| = 𝐴𝐵𝐴𝐶  

 ٱطة ٘طض ٰػ٨ب:٘ 

o  ٴفٱٿ ٘ٱطة ا٬ٙطض ا٬ٱػ٨ب𝑧  ٫٨ ٤ځؿ ؼاٺڀة با٬ػاضڀاٲ ٬٭ؽاٺڀة ا٬ٱٻجٹة(𝑢⃗ ; 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) . 
𝜃 ٺٴػٰؽ ٬ٹا با٬ػٰؽ: = arg(𝑧) :ذځث tan 𝜃 = 𝑦𝑥. 

o  إظا ٨اٴت𝜃  ٘ٱطة ٬٭ٙطض ا٬ٱػ٨ب ٜځػ ا٬ٱٙطٺٮ𝑧  ٰٗ 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٺ 𝑧 ≠  ٠إٲ:  0

|𝑧| = 𝑟                       ;               {cos(𝜃) = 𝑥𝑟sin(𝜃) = 𝑦𝑟  

o  ٘طض ٜځػ ٰٵتٷ ٰٳ ا٬ٙٱط، أپ إظا ٨اٴت ٫٨ ٘طض ٰػ٨ب ٜځػ ٰٙطٺٮ ٬ٷ𝜃  ٘ٱطة ٬ـ𝑧 ٠إٲ  𝜃 + 2𝑘𝜋  ٘ٱطة
٬𝑘ٷ ذځث  ∈ ℤ. 

o arg(0)  ٺarg (∞) .ٜځػ ٰٙٵځځٳ 

o arg(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (𝑢⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 ٜځػ ٰٙطٺٮ: بػ٨ٰٻان ٘ٱطة ٘طض ش 

o arg(𝑧 ∙ 𝑤) = arg(𝑧) + arg (𝑤) 
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o arg (𝑧𝑤) = arg(𝑧) − arg(𝑤) 

o arg(𝑧𝑛) = 𝑛 ∙ arg(𝑧) + 2𝑘𝜋 

o arg(𝑧) = −arg(𝑧) + 2𝑘𝜋 

o arg (1𝑧) = −arg(𝑤) + 2𝑘𝜋 

o arg(−𝑧) = 𝜋 + arg (𝑧) 

arg ٬ت١فځػ ا٬ٹٵطـٿ ٬ٙٱطة ٘طض ٰػ٨ب:ا  (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) = arg(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) − arg(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) = (𝑢⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) − (𝑢⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)= −(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑢⃗ ) − (𝑢⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −[(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑢⃗ ) + (𝑢⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)] = −(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)= (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) 
arg إظٲ: (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) = (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)  

𝑧فٱٿ ا٩٬تابة: ٴ ٬م٫٩ ا٬ٱث٭ثٿ ٬ٙطض ٰػ٨ب:ا  = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)  با٬م٫٩ ا٬ٱث٭ثٿ ٬٭ٙطض ا٬ٱػ٨ب𝑧 ،
𝑟  ذځث: = |𝑧|  ٺ 𝜃 = arg(𝑧) 

𝑒𝑖𝜃ٍٗ: ٴػٰځؽ أٺ٬ػ: ت  = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  ٸعا ا٬تػٰځؽ ڀفٱٽ تػٰځؽ أٺ٬ػ، ذځث ،𝑒^𝑖𝜃  ٘طض ٰػ٨ب
 ٘ٱطة ٬ٷ. 𝜃ٺ  1ِٻڀ٭تٷ 

𝑧 ٫:٘ٱطة ٬ٷ، ڀ٩تب ٘٭ٽ ا٬م٩ 𝜃ٺ  𝑟ٜځػ ا٬ٱٙطٺٮ ا٬عپ ِٻڀ٭تٷ  ٬𝑧ٙطض ا٬ٱػ٨ب ا ٬م٫٩ اڄـٿ ٬ٙطض ٰػ٨ب:ا  = 𝑟𝑒𝑖𝜃  

 .𝑧ٸعٶ ا٩٬تابة تفٱٽ ا٬م٫٩ اڄـٿ ٬٭ٙطض ا٬ٱػ٨ب 

cos) ـتٻغ ٰٻا٠ػ:ض  𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃           ،             (𝑒𝑖𝜃)𝑛 = 𝑒𝑖𝑛𝜃  

 ٘ٱطتاٸٱا ٘٭ٽ ا٬تػتځب، ٬طڀٵا ٰا ڀ٭ٿ: 𝛼ٺ  𝜃٘طضاٲ ٰػ٨باٲ،  𝑤ٺ  𝑧 ٻان )ضـتٻغ ٰٻا٠ػ(: ش 

o 𝑧 ∙ 𝑤 = |𝑧 ∙ 𝑤|𝑒𝑖(𝜃+𝛼) 

o 
𝑧𝑤 = |𝑧||𝑤| 𝑒𝑖(𝜃−𝛼)  ٰٗ |𝑤| ≠ 0 

o 
1𝑤 = 1|𝑤| 𝑒𝑖(−𝛼)  ٰٗ |𝑤| ≠ 0 

o 𝑧 = |𝑧|𝑒𝑖(−𝜃) 

o 𝑧𝑛 = |𝑧|𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 ذځث 𝑛 ∈ ℕ 

o √𝑧𝑛 = 𝑧1𝑛 = √|𝑧|𝑛 𝑒(𝜃+2𝑘𝜋𝑛 𝑘 ذځث   ( ∈ ℤ  ٺ𝑛 ∈ ℕ∗ 

o −𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖(𝜃+𝜋) 

o cos 𝜃 = 𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃2 

o sin 𝜃 = 𝑒𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃2 
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o 𝑒𝑖(𝜋2+2𝑘𝜋) = 𝑖 

o 𝑒−𝑖(𝜋2+2𝑘𝜋) = −𝑖 

o 𝑒𝑖2𝑘𝜋 = 1 

o 𝑒𝑖(2𝑘+1) = −1 = 𝑖2 

 ٻِئة:ت 
𝑟٘ٱطة ٬ٷ،  𝜃٘طض ٰػ٨ب،  ٬𝑧ځ٩ٳ  = |𝑧|  ٺ𝑘 ∈ ℤ :٬طڀٵا ، 𝑧 = 𝑧 + 𝑖𝑦⏟  

ا٬م٫٩ ا٬حبػپ

= 𝑟[cos(𝜃 + 2𝑘𝜋) + 𝑖 sin(𝜃 + 2𝑘𝜋)]⏟                      
ا٬م٫٩ ا٬ٱث٭ثٿ

= 𝑟𝑒𝑖(𝜃+2𝑘𝜋)⏟      
ا٬م٫٩ اڄـٿ

  
 :𝒏ځ١ځة تٙځځٳ ٤ځٯ ا٬ٙطض ا٬ّبځٙٿ ٨ 

o   𝑧 ڀ٩ا٠ئ ٘طض ذ٥ځ٥ٿ ٜځػ ٰٙطٺٮ arg(𝑧) = 𝑘𝜋 

𝑛 ڀ٩ا٠ئ ٘طض ذ٥ځ٥ٿ ٜځػ ٰٙطٺٮ 𝑧𝑛 إظٲ ∙ arg(𝑧) = 𝑘𝜋 

o   𝑧 ڀ٩ا٠ئ ٘طض ذ٥ځ٥ٿ ٰٻجب تٱاٰا arg(𝑧) = 2𝑘𝜋 

𝑛 ڀ٩ا٠ئ ٘طض ذ٥ځ٥ٿ ٰٻجب تٱاٰا 𝑧𝑛 إظٲ ∙ arg(𝑧) = 2𝑘𝜋 

o   𝑧 ڀ٩ا٠ئ ٘طض ذ٥ځ٥ٿ ـا٬ب تٱاٰا arg(𝑧) = 𝜋 + 2𝑘𝜋 

𝑛 ڀ٩ا٠ئ ٘طض ذ٥ځ٥ٿ ـا٬ب تٱاٰا 𝑧𝑛 إظٲ ∙ arg(𝑧) = 𝜋 + 2𝑘𝜋 

o   𝑧 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ٜځػ ٰٙطٺٮ arg(𝑧) = 𝜋2 + 𝑘𝜋 

𝑛 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ٜځػ ٰٙطٺٮ 𝑧𝑛 إظٲ ∙ arg(𝑧) = 𝜋2 + 𝑘𝜋 

o   𝑧 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ٰٻجب تٱاٰا arg(𝑧) = 𝜋2 + 2𝑘𝜋 

𝑛 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ٰٻجب تٱاٰا 𝑧𝑛 إظٲ ∙ arg(𝑧) = 𝜋2 + 2𝑘𝜋 

o   𝑧 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ـا٬ب تٱاٰا arg(𝑧) = −𝜋2 + 2𝑘𝜋 

𝑛 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ـا٬ب تٱاٰا 𝑧𝑛 إظٲ ∙ arg(𝑧) = −𝜋2 + 2𝑘𝜋 

o  𝑧 ڀ٩ا٠ئ ذ٥ځ٥ٿ sin 𝜃 = 0 

o  𝑧 ڀ٩ا٠ئ ذ٥ځ٥ٿ ٰٻجب cos 𝜃 ≥ sin  ٺ  0 𝜃 = 0 

o  𝑧 ڀ٩ا٠ئ ذ٥ځ٥ٿ ذ٥ځ٥ٿ ـا٬ب cos 𝜃 ≤ sin  ٺ  0 𝜃 = 0 
o  𝑧 تصځ٭ٿ  cos 𝜃 = 0 

o  𝑧 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ٰٻجب sin 𝜃 ≥ cos  ٺ  0 𝜃 = 0 
o  𝑧 ڀ٩ا٠ئ تصځ٭ٿ وػٞ ـا٬ب sin 𝜃 ≤ cos  ٺ  0 𝜃 = 0 

 ٬طائػة ا٬ٱث٭ثځة:ا 
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► 6ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة

ػڀ
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
ات

ٌځ
ا

𝑘ٳ أج٫ ٫٨ ٰتائج )ٰٳ ا٬طائػة ا٬ٱث٭ثځة(: ٴ  ∈ ℤ :٬طڀٵا
o cos (𝜋2 + 𝑘𝜋) = 0
o sin(𝑘𝜋) = 0
ocos(𝑘𝜋) = { 1     ; ;  𝑘−1 ؼٺجٿ     𝑘 ٠ػضپ
osin (𝜋2 + 𝑘𝜋) = { 1  ; ;  𝑘−1 ؼٺجٿ  𝑘 ٠ػضپ
o𝜃 = 𝜋4 + 𝑘𝜋 ڀ٩ا٠ئ cos 𝜃 = sin 𝜃
o𝜃 = 𝜋4 − 𝑘𝜋 ڀ٩ا٠ئ cos 𝜃 = −sin 𝜃

 :ډ٤ات ٰث٭ثځة ٸاٰة٘ 

o cos(𝜃 + 𝛼) = cos(𝜃) cos(𝛼) − sin(𝜃) sin(𝛼)
o cos(𝜃 − 𝛼) = cos(𝜃) cos(𝛼) + sin(𝜃) sin(𝛼)
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 ► 7ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة

 

ػڀ
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
ات

ٌځ
ا

 

o sin(𝜃 + 𝛼) = sin(𝜃) cos(𝛼) + cos(𝜃) sin(𝛼) 

o sin(𝜃 − 𝛼) = sin(𝜃) cos(𝛼) − cos(𝜃) sin(𝛼) 

o cos2(𝜃) = 12 [cos(𝜃 + 𝛼) + cos(𝜃 − 𝛼)] 

o sin2(𝜃) = 12 [cos(𝜃 − 𝛼) − cos(𝜃 + 𝛼)] 

o sin(𝜃) cos(𝛼) = 12 [sin(𝜃 + 𝛼) + sin(𝜃 − 𝛼)] 

o cos2(𝜃) + sin2(𝜃) = 1 

o cos(2𝜃) = 2 cos2(𝜃) − 1 = 1 − 2 sin2(𝜃) = cos2(𝜃) − sin2(𝜃) 

o sin(2𝜃) = 2 sin(𝜃) cos(𝜃) 

o sin(−𝜃) = −sin(𝜃) 

o cos(−𝜃) = cos(𝜃) 

o sin(𝜋 − 𝜃) = sin(𝜃) 

o cos(𝜋 − 𝜃) = −cos(𝜃) 

o sin(𝜋 + 𝜃) = − sin(𝜃) 

o cos(𝜋 + 𝜃) = −cos(𝜃) 

o sin (𝜋2 − 𝜃) = cos(𝜃) 

o cos (𝜋2 + 𝜃) = sin(𝜃) 

o sin (𝜋2 + 𝜃) = cos(𝜃) 

o cos (𝜋2 + 𝜃) = −sin(𝜃) 

o sin(𝜃 + 2𝑘𝜋) = sin(𝜃) 

o cos(𝜃 + 2𝑘𝜋) = cos(𝜃) 

o sin(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘 sin(𝜃) 

o cos(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘 cos(𝜃) 

 

;𝑂)تٻپ ا٬ٱػ٨ب ا٬ٱؽٺض با٬ٱٙ٭ٯ ا٬ٱتٙاٰط ا٬ٱتحاٴؿ ٬ٱفا  𝑢⃗ , 𝑣 ) ُ٬ت٩ٳ ا٬ٵ٥ ،𝐴  ،𝐵  ٺ𝐶 ٰٳ ا٬ٱفتٻپ. 𝛼  ،𝛽  ٺ𝛾 .أ٘طاض ذ٥ځ٥ځة 

o إظا ٨اٲ: 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≠ 𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗ ا٬تا٬ځة: ٰٳ ا٬ٱفتٻپ تر٣٥ ا٬ٙډ٤ة ا٬مٙا٘ځة ٠𝐺إٴٗ تٻجط ٴ٥ّة ٺذځطة  0  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
٘٭ٽ ا٬تػتځب، ٺتفٱٽ أڀٍا  𝛾ٺ  𝛼  ،𝛽ا٬ٱػ٥٠ة با٬ٱٙاٰډت  𝐶ٺ  𝐴 ،𝐵تفٱٽ ٸعٶ ا٬ٵ٥ّة ٰػجد ا٬ٵ٥ُ 

;𝐴)}ٰػجد ا٬حٱ٭ة  𝛼), (𝐵; 𝛽); (𝐶; 𝛾)} 

o  :اظا ٨اٲ𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = ;𝐴)}ت٩ٻٲ ٰػ٨ؽ ث٫٥ ا٬حٱ٭ة  ٠𝐺إٲ  0 𝛼), (𝐵; 𝛽); (𝐶; 𝛾)} 

 ٻان ا٬ٱػجٗ:ش 

o  إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽)}  ٠إٲ ا٬ٵ٥ّة𝐺  ٸٿ ٰٵتىٟ ٤ّٙة ا٬ٱفت٥ځٯ(𝐴𝐵). 

 2 ا٬ٱػجد ٠ٿ ا٬ٱفتٻپ ا٬ٱػ٨ب
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► 8ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة

ػڀ
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
ات

ٌځ
ا

o  اظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛼)}  ُ٠إٲ ا٬ٵ٥𝐴 ،𝐵  ٺ𝐺 .٘٭ٽ اـت٥اٰة ٺاذطة 

o  إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛼); (𝐶; 𝛼)}  ٰٗ𝛼 ≠ ٬ځفت ٘٭ٽ  𝐶ٺ  𝐴 ،𝐵ٺ٨اٴت ا٬ٵ٥ُ   0
 .𝐴𝐵𝐶ٸٿ ٰػ٨ؽ ث٫٥ ا٬ٱث٭ث  𝐺اـت٥اٰځة ٠إٲ: 

o  إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽); (𝐶; 𝛾)}  ٠إٲ𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة {(𝐴; 𝑘𝛼), (𝐵; 𝑘𝛽); (𝐶; 𝑘𝛾)}  ذځث𝑘 ∈ ℝ∗.
o  إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽); (𝐶; 𝛾)}  ٺ𝐻  ٰػجد ا٬حٱ٭ة إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة {(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽)}  ٠إٲ𝐺  :ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐻; 𝛼 + 𝛽), (𝐶; 𝛾)}.
o  إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽); (𝐶; 𝛾)}  ٠إٴٷ ٰٳ أج٫ ٴ٥ّة𝑀 :ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ڀ٩ٻٲ𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
o  إظا ٨اٴت𝐺  ٰػجد ا٬حٱ٭ة{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽); (𝐶; 𝛾)}  ٠إٴٷ ٰٳ اج٫ أپ ٴ٥ّة𝑀 :ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ڀ٩ٻٲ𝛼𝑀𝐴2 + 𝛽𝑀𝐵2 + 𝛾𝑀𝐶2 = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝐺2 + 𝛼𝐺𝐴2 + 𝛽𝐺𝐵2 + 𝛾𝐺𝐶2 

 ذ٥ة ا٬ٱػجد:ڈ 
;𝐴)}ٰػجد ا٬حٱ٭ة  𝐺إظا ٨اٴت  𝛼), (𝐵; 𝛽); (𝐶; 𝛾)}  ٠إٲ ڈذ٥ة ا٬ٵ٥ّة𝐺 :تُّٙٽ با٬ٙباغة 𝑧𝐺 = 𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶𝛼 + 𝛽 + 𝛾

𝑧𝐴ڈذ٥تاٸٱا  𝐵ٺ  ٬𝐴ت٩ٳ ا٬ٵ٥ّتځٳ  = 𝑎1 + 𝑖𝑎2  ٺ𝑧𝐵 = 𝑏1 + 𝑖𝑏2 :٘٭ٽ ا٬تػتځب، ٬طڀٵا

𝑧𝐼ظٺ ا٬ډذ٥ة  𝐼ظات ا٬ٱػ٨ؽ  (𝐶)٬ٱٙاض٬ة ا٬طڀ٩اغتځة ٬٭طائػة ا = 𝑧𝐴+𝑧𝐵2  ٺِٻ٪ ٴىٟ ا٥٬ّػ𝑟 = √|𝑧𝐵−𝑧𝐴|2 
𝑥2 تُّٙٽ با٬ٙباغة ا٬تا٬ځة: + 𝑦2 −−𝑥(𝑎1 + 𝑏1) − 𝑦(𝑎2 + 𝑏2) + 𝑎2 + 𝑏2 = 0 

٬طائػة ا٬ٱرځّة با٬ٱث٭ث ا٥٬ائٯ ڀ٩ٻٲ ٤ّػٸا ٸٻ ٺتػ ٸعا ا٬ٱث٭ث.ا 
٬طائػة ا٬ٱرځّة با٬ٱث٭ث ا٬ٱت٥اڀؿ اڄٌډٖ ڀ٩ٻٲ ٰػ٨ؽٸا ٸٻ ث٫٥ ٸعا ا٬ٱث٭ث.ا 
𝑧𝐴|ظا ٨اٲ إ − 𝑧𝑤| = |𝑧𝐵 − 𝑧𝑤| = |𝑧𝐶 − 𝑧𝑤| = 𝑟  ُ٠إٲ ا٬ٵ٥ ،𝐴 ،𝐵  ٺ𝐶  تٵتٱٿ إ٬ٽ ٴ١ؿ ا٬طائػة

.𝑟ٺٴىٟ ا٥٬ّػ  𝑤ظات ا٬ٱػ٨ؽ 

ا٬طائػة ٺشىائىٹا 3

ا٬ٱفت٥ځٯ ٺشىائىٷ 4
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► 9ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة
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;٬𝐴(𝑥𝐴ت٩ٳ ا٬ٵ٥ّت  𝑦𝐴)  ،𝐵(𝑥𝐵; 𝑦𝐵)  ،𝐶  ٺ𝐷 .ٰٳ ا٬ٱفتٻپ 
𝑦ا٬ٱٙاض٬ة ا٬ٱصتىػة ٬ٱفت٥ځٯ تّٙٽ بـ  = 𝑎𝑥 + 𝑏  ذځث𝑎  ٸٻ ٰځ٫ ا٬ٱفت٥ځٯ أٺ ٰٙا٫ٰ تٻجځٹٷ ٺ𝑏  ا٬تػتځبة

 ٘ٵط ا٬ٱبطأ.

𝑎ٜځػ ا٬ٱتّاب٥تځٳ ڀّٙٽ با٬ٙباغة :  𝐵ٺ  𝐴ٙا٫ٰ تٻجځٷ ٰفت٥ځٯ ٰاغ ٰٳ ا٬ٵ٥ّتځٳ ٰ  = 𝑦𝐵−𝑦𝐴𝑥𝐵−𝑥𝐴
𝑦ٺا٬ٱٻاؼپ ٬ٱرٻغ ا١٬ٻاو٫ تّٙٽ با٬ٙباغة ا٬تا٬ځة:  𝐴ٙاض٬ة ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱاغ با٬ٵ٥ّة ٰ  = 𝑦𝐴 .
𝑥ٺا٬ٱٻاؼپ ٬ٱرٻغ ا٬تػاتځب تّٙٽ با٬ٙباغة ا٬تا٬ځة:  𝐴ٙاض٬ة ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱاغ با٬ٵ٥ّة ٰ  = 𝑥𝐴 .
٥ُ إظا ٨اٲ ٬ٹٱا ٴ١ؿ ٰٙا٫ٰ ا٬تٻجځٷ.تٻاؼټ ٰفت٥ځٱاٲ إظا ٺ٠ڀ 
. 1−تٙاٰط ٰفت٥ځٱاٲ إظا ٺ٥٠ُ إظا ٨اٲ جطاء ٰځ٭ځٹٱا ڀفاٺپ ڀ 
تٻاؼټ ٰفت٥ځٱاٲ إظا ٺ٥٠ُ إظا ٨اٴا ٘ٱٻضڀاٲ ٘٭ٽ ٴ١ؿ ا٬ٱفت٥ځٯ.ڀ 

𝐴𝐵ٰ⃗⃗⃗⃗تٻاؼڀځٳ ڀ١٩ٿ إثبات أٲ ا٬مٙا٘ځٳ  (𝐶𝐷)ٺ  (𝐴𝐵)ثبات أٲ ا٬ٱفت٥ځٱځٳ ڈ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ٺ  ⃗  ٰػتبّاٲ شّځا،  ⃗ 
ٺڄج٫ ظ٧٬ ڀ١٩ٿ اثبات أذط ا٬ٙډ٤ات ا٬تا٬ځة:

o 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑡𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
o

𝑧𝐷−𝑧𝐶𝑧𝐵−𝑧𝐴 = 𝑡  ذځث𝑡 ∈ ℝ∗.

𝐴𝐵ٰ⃗⃗⃗⃗تٙاٰطڀٳ ڀ١٩ٿ إثبات أٲ ا٬مٙا٘ځٳ  (𝐶𝐷)ٺ  (𝐴𝐵)ثبات أٲ ا٬ٱفت٥ځٱځٳ ڈ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ٺ  ⃗  ٺڄج٫  ٰتٙاٰطڀٳ، ⃗ 
ڀ١٩ٿ اثبات أذط ا٬ٙډ٤ات ا٬تا٬ځة:ظ٧٬ 
o 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 
o (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜋2 + 𝑘𝜋 
o arg (𝑧𝐵−𝑧𝐴𝑧𝐷−𝑧𝐶) = 𝜋2 + 𝑘𝜋
o 

𝑧𝐵−𝑧𝐴𝑧𝐷−𝑧𝐶 = 𝑘𝑖  ذځث𝑘 ∈ ℤ
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ا٬مٙا٘ځٳ ٠ٿ اـت٥اٰځة، ڀ١٩ٿ اثبات أٲ  𝑪ٺ  𝑨 ،𝑩ثبات أٲ ا٬ٵ٥ُ ڈ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ٺ  ⃗  ٰػتبّاٲ شّځا ⃗ 

 ا٥٬ائٯ:٬ٱث٭ث ا 

𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐵−𝑧𝐴 إظا ٨اٲ:  = 𝑖𝑦  :ذځث𝑦 ∈ ℝ∗ − {−1; 1}
  ٰٗ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐶  ٺ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐵 

٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ  ٤𝐴ائٯ ٠ٿ  𝐴𝐵𝐶ا٬ٱث٭ث   ٠إٲ:
argا٬تٙ٭ځ٫:  (𝑧𝐶 − 𝑧𝐴𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg(𝑖𝑦) = 𝜋2 + 𝑘𝜋   ;   𝑘 ∈ ℤ

ا٬تٙػٞ ٘٭ٽ ِبځٙة ٰث٭ث 5
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ا٬
ات

ٌځ
ا

 

  :ٰتفاٺپ ا٬فا٤ځٳا٬ٱث٭ث  

𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐵−𝑧𝐴 إظا ٨اٲ:  = argٺ  1 (𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐵−𝑧𝐴) = 𝜃 + 2𝑘𝜋   ;    𝑘 ∈ ℤ  

𝜃ذځث:    ≠ {± 𝜋2 ; ± 𝜋3} 

   ٰٗ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐶  ٺ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐵 
 ٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ  𝐴 ٰتفاٺپ ا٬فا٤ځٳ غأـٷ 𝐴𝐵𝐶ا٬ٱث٭ث   ٠إٲ:

𝐴𝐶 ا٬تٙ٭ځ٫:  = 𝐴𝐵 ⇐ |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = 𝐴𝐶𝐴𝐵 = 1 arg (𝑧𝐶 − 𝑧𝐴𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜃 + 2𝑘𝜋   ;   𝑘 ∈ ℤ 

  :٥٬ائٯ ٺٰتفاٺپ ا٬فا٤ځٳا٬ٱث٭ث ا 

𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐵−𝑧𝐴 إظا ٨اٲ:  = ±𝑖     ٰٗ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐶  ٺ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐵 

 ٰتفاٺپ ا٬فا٤ځٳ ٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ ٺ ٤𝐴ائٯ ٠ٿ  𝐴𝐵𝐶ا٬ٱث٭ث   ٠إٲ:
𝐴𝐶 ا٬تٙ٭ځ٫:  = 𝐴𝐵 ⇐ |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = 𝐴𝐶𝐴𝐵 = |±𝑖| = 1 arg (𝑧𝐶 − 𝑧𝐴𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg(±𝑖) = 𝜋2 + 𝑘𝜋   ;   𝑘 ∈ ℤ 

  :ا٬ٱت٥اڀؿ اڄٌډٖا٬ٱث٭ث  

|𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐵−𝑧𝐴| إظا ٨اٲ:  = arg}ٺ   1 (𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐵−𝑧𝐴) = ± 𝜋3 + 2𝑘𝜋  ;   𝑘 ∈ ℤ} 

   ٰٗ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐶  ٺ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐵 
 ٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ  𝐴ٰت٥اڀؿ اڄٌډٖ غأـٷ  𝐴𝐵𝐶ا٬ٱث٭ث   ٠إٲ:

𝐴𝐶 ا٬تٙ٭ځ٫:  = 𝐴𝐵 ⇐ |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = 𝐴𝐶𝐴𝐵 = 1 arg (𝑧𝐶 − 𝑧𝐴𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = ±𝜋3 + 2𝑘𝜋   ;   𝑘 ∈ ℤ 

  :ډذٕات ٸاٰةٰ 

o ٖٸٻ ٤ّٙة ٰفت٥ځٯ ت٩ٻٲ واضغة ٰٳ غأؾ ٰٳ غؤٺؾ ا٬ٱث٭ث ٺ ت٩ٻٲ ٘ٱٻضڀة ٜ٭ٽ ا٬ٍ٭ٗ  اڈغت١ا
ا٬ٱ٥اب٫ ٺ ڀٱث٫ اڈغت١اٖ ا٬بٙط بځٳ ا٬ػأؾ ٺ ا٬ٍ٭ٗ ا٬ٱ٥اب٫ ٨ٱا تت٥اِٗ اڈغت١ا٘ات ٠ٿ ٴ٥ّة تفٱٽ 

 .ا٬ٱػ٨ؽ ا٥٬ائٯ

o ٸٻ ٰفت٥ځٯ ڀٱػ ٰٳ أذط أٌډٖ ا٬ٱث٭ث ٠ٿ ٰٵتى١ٷ ٺ ڀ٩ٻٲ ٘ٱٻضڀّا ٘٭ځٷ ٺ تتډ٤ٽ ٰراٺغ ٰث٭ث  ٱرٻغا٬
٠ٿ ٴ٥ّة تفٱٽ ٰػ٨ؽ ا٬طائػة ا٬ٱرځّة بٱث٭ث ٺ ڀ٩ٻٲ ٬ٹعٶ ا٬ٵ٥ّة ٴ١ؿ ا٬بٙط ٘ٳ غؤٺؾ ا٬ٱث٭ث 

 .ا٬ثډث ٺ ڀ٩ٻٲ ت٥اِٗ ٰرٻغڀٳ ٥٠ُ ٨ا٠ځا ٬ٱٙػ٠ة ٰػ٨ؽ ٸعٶ ا٬طائػة
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 ► 11ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة
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o ُّـ ٵّ٭٣ ٰٳ غأؾ ٰٳ غؤٺؾ ا٬ٱث٭ث ٺ تٱػ ٰٳ ٰٵتىٟ ا٬ٍ٭ٗ ا٬ٱ٥اب٫ ٸٻ ٤ّٙة ٰفت٥ځٯ ت ا٬ٱتٻ
ٺتت٥اِٗ ا٬ٱٻـّات ا٬ثډث ٠ٿ ٴ٥ّة تفٱٽ ٰػ٨ؽ ث٫٥ ا٬ٱث٭ث ٺ ڀ٩ٻٲ ت٥اِٗ ٰٻـّځٳ ٥٠ُ ٨ا٠ځا 

ا٬ٱتٻـُ ا٬ىاضغ  2/3 ـؾ ا٬ٱث٭ث ٺ ٰػ٨ؽ ا٬ث٫٥ ٰفاٺڀا ٬أ٬ٱٙػ٠ة ٰػ٨ؽ ا٬ث٫٥. ٨ٱا ڀ٩ٻٲ ا٬بٙط بځٳ غ
 .ٰٳ ظ٧٬ ا٬ػأؾ

o ٰفت٥ځٯ ڀٱػّ ٰٳ غاؾ ٰٳ غؤٺؾ ا٬ٱث٭ث ٺ ڀ٥فٯ ا٬ؽاٺڀة إ٬ٽ ٴى١ځٳ ٺ تت٥اِٗ ا٬ٱٵى١ات ٸٻ  :ٱٵىٟا٬
 .ا٬ثډثة ٠ٿ ٰػ٨ؽ ا٬طائػة ا٬ٱراِة با٬ٱث٭ث ٺٸٿ ا٬طائػة ا٬تٿ تٱؿّ أٌډٖ ا٬ٱث٭ث ا٬ثډث

 

  ٣ أذط ا٬مػِځٳ ا٬تا٬ځځٳ:٥ٰتٻاؼپ أٌډٖ إظا ٺ٥٠ُ إظا تر  𝐴𝐵𝐶𝐷  :تٻاؼپ اڄٌډٰٖ 

o 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝐵أپ :   ⃗  − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 

o ٰتٵاو١اٲ أپ:٥٬ّػاٲ ا 𝑧𝐴 + 𝑧𝐶2 = 𝑧𝐵 + 𝑧𝐷2  

  ٰػبٗ إظا ٺ٥٠ُ إظا تر٣٥ أذط ا٬مػِځٳ ا٬تا٬ځځٳ:  𝐴𝐵𝐶𝐷  :٬ٱػبٗا 

o :اظا تر٥٥ت ا٬مػٺَ ا٬ثډثة ٰٙا 
•  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝐵  أپ :    ⃗  − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 
•  𝐴𝐵 = 𝐴𝐷  :أپ |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |𝑧𝐷 − 𝑧𝐴| 
•  (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = ± 𝜋2 :أپ arg (𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐷−𝑧𝐴) = ± 𝜋2 

o ا٬مػٺَ تاظا تر٥٥أپ  ٺٰتفاٺڀاٲٺٰتٙاٰطاٲ ٥٬ّػاٲ ٰتٵاو١اٲ ا 
 ة ا٬تا٬ځة:ا٬ثډث

•  𝑧𝐴+𝑧𝐶2 = 𝑧𝐵+𝑧𝐷2 
•  arg (𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐷−𝑧𝐴) = ± 𝜋2 
•  |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |𝑧𝐷 − 𝑧𝐴| 

  ٰٙځٳ إظا ٺ٥٠ُ إظا تر٣٥ أذط ا٬مػِځٳ ا٬تا٬ځځٳ:  𝐴𝐵𝐶𝐷  :ا٬ٱٙځٳ 

o :اظا تر٣٥ ا٬مػِځٳ ا٬تا٬ځځٳ ٰٙا 
•  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝐵  أپ :    ⃗  − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 
•  𝐴𝐵 = 𝐴𝐷  :أپ |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |𝑧𝐷 − 𝑧𝐴| 

 6 ا٬تٙػٞ ٘٭ٽ ِبځٙة غبا٘ٿ

قلم الجزائر
WWW.DZPEN.COM

https://www.dzpen.com


 

 
 

 ► 12ا٬ى١رة 
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o ٰٙا: ِځٳ ا٬تا٬ځځٳاظا تر٣٥ ا٬مػأپ  ٥٬ّػاٲ ٰتٵاو١اٲ ٺٰتٙاٰطاٲا 
•  𝒛𝑨+𝒛𝑪𝟐 = 𝒛𝑩+𝒛𝑫𝟐 
•  𝐚𝐫𝐠 (𝒛𝑪−𝒛𝑨𝒛𝑫−𝒛𝑨) = ± 𝝅𝟐 

  ٰفتّځ٫ إظا ٺ٥٠ُ إظا تر٣٥ أذط ا٬مػِځٳ ا٬تا٬ځځٳ:  𝐴𝐵𝐶𝐷  :ا٬ٱفتّځ٫ 

o :اظا تر٣٥ ا٬مػِځٳ ا٬تا٬ځځٳ ٰٙا 
•  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝐵  أپ :    ⃗  − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 
•  (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = ± 𝜋2 :أپ arg (𝑧𝐶−𝑧𝐴𝑧𝐷−𝑧𝐴) = ± 𝜋2 

o ٰٙا: ِځٳ ا٬تا٬ځځٳاظا تر٣٥ ا٬مػٺٰتفاٺڀاٲ أپ ٥٬ّػاٲ ٰتٵاو١اٲ ا 
•  𝒛𝑨+𝒛𝑪𝟐 = 𝒛𝑩+𝒛𝑫𝟐 
•  |𝒛𝑩 − 𝒛𝑨| = |𝒛𝑫 − 𝒛𝑨| 

  :تځحةٴ 

 

 تٵتٱٿ إ٬ٽ ٴ١ؿ ا٬طائػة إظا تر٣٥ أذط ا٬مػِځٳ ا٬تا٬ځٳ: 𝐷ٺ  𝐴 ،𝐵 ،𝐶ت٩ٻٲ ا٬ٵ٥ُ 
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o (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑘𝜋    ;     𝑘 ∈ ℤ :أپarg (𝑧𝐵 − 𝑧𝐶𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) − arg (𝑧𝐵 − 𝑧𝐷𝑧𝐴 − 𝑧𝐷) = 𝑘𝜋   ;    𝑘 ∈ ℤ 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗)ٺٸعا ٰٙٵاٶ أٲ ا٬ؽاٺڀتاٲ    ⃗; 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐷𝐴⃗⃗)ٺ  (⃗  ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) .ٰت٩اٰ٭تاٲ
o :أٺ(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) ∙ (𝑧𝐴 − 𝑧𝐷𝑧𝐵 − 𝑧𝐷) = α    ;     𝛼 ∈ ℝ 

٬𝒛𝟐ٱٙاض٬ة ا = 𝒂: ځث: ذ𝑎 ∈ ℝ∗
o إظا ٨اٲ 𝑎 > 𝑧 ٠إٲ ٬٭ٱٙاض٬ة ذډٲ ٸٱا:  0 = √𝑎 ، 𝑧 = −√𝑎 

o إظا ٨اٲ 𝑎 < 𝑧 ٠إٲ ٬٭ٱٙاض٬ة ذډٲ ٸٱا:  0 = 𝑖√−𝑎 ، 𝑧 = −𝑖√−𝑎
٬𝒂𝒛𝟐ٱٙاض٬ة ا + 𝒃𝒛 + 𝒄 = 𝒂:  ذځث𝑎 ،𝑏  ٺ𝑐  أ٘طاض ذ٥ځ٥ځة ٺ𝑎 ≠ 0

Δا٬ٙطض  = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 .ڀفٱٽ ا٬ٱٱځؽ
o إظا ٨اٲ Δ > 𝑧2 ٰصت٭١ځٳ ٸٱا:٠إٲ ٬٭ٱٙاض٬ة ذ٭ځٳ   0 = −𝑏 − √Δ2𝑎  ;         𝑧1 = −𝑏 + √Δ2𝑎
o إظا ٨اٲ Δ = ٠𝑧إٲ ا٬ٱٙاض٬ة ت٥ب٫ ذ٫ ذ٥ځ٥ٿ ٍٰاٟ٘ ٸٻ:  0 = − 𝑏2𝑎
o إظا ٨اٲ Δ < 𝑧2ٰصت٭١ځٳ ٸٱا:٥٘طڀځٳ ٰتػا٥٠ځٳ ٺ ذ٭ځٳا٬ٱٙاض٬ة ت٥ب٫ ٠إٲ   0 = −𝑏 − 𝑖√−Δ2𝑎  ;         𝑧1 = −𝑏 + 𝑖√−Δ2𝑎
 تائج:ٴ 

o 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 𝑎(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)
o 𝑧1 + 𝑧2 = − 𝑏𝑎 ٺ 𝑧1 ∙ 𝑧2 = 𝑐𝑎

𝑧ٺ  𝑧𝐴 ،𝑧𝐵ٴ٥ُ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ا٬ٱػ٨ب ڈذ٥اتٹا ٘٭ٽ ا٬تػتځب:  𝑀ٺ  ٬𝐴 ،𝐵ٵٙتبػ ٠ٿ ٫٨ ٰا ـځأتٿ أٲ 

ℂا٬ٱٙاضڈت ٠ٿ  7

ٰحٱٻ٘ات ا٬ٵ٥ُ ٠ٿ ا٬ٱفتٻپ ا٬ٱػ٨ب 8

قلم الجزائر
WWW.DZPEN.COM

https://www.dzpen.com


 

 
 

 ► 14ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة

 

ػڀ
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
ات

ٌځ
ا

 

 |𝒂𝒛 − 𝒛𝑨| = |𝒛𝑶|:  ٰٗ𝑎; 𝑧𝑂 ∈ ℂ∗: 

o  إظا ٨اٲ𝒂 = 𝑟ٺٴىٟ ٤ّػٸا  𝐴ٸٿ ضائػة ٰػ٨ؽٸا  ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟎 = |𝑧𝑂| 
   (𝐴𝑀 = 𝑟 ڀ٩ا٠ئ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧𝑂|) 

o  إظا ٨اٲ𝒂 ≠  ٺٴىٟ ٤ّػٸا 𝑧𝑎2ٸٿ ضائػة ٰػ٨ؽٸا ا٬ٵ٥ّة ظات ا٬ډذ٥ة  ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟎
   𝑟 = |𝑧𝑂𝑎 | 

 |𝒛 − 𝒛𝑨| = |𝒌𝒛𝑶 − 𝒛𝑩|:  ٰٗ𝑘 ∈ ℂ  ٺ𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐵: 

o  إظا ٨اٲ𝒌 = 𝑟ٺٴىٟ ٤ّػٸا  𝐴ٸٿ ضائػة ٰػ٨ؽٸا  ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟎 = |𝑧𝐵|. 

o  إظا ٨اٲ𝒌 =  (𝐴𝐵)ٸٿ ٰرٻغ ٤ّٙة ا٬ٱفت٥ځٯ  ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟏
   (𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 ڀ٩ا٠ئ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵|) 

o  إظا ٨اٲ𝒌 =  ڈذ٥تٹا  ′𝐵، ذځث  (′𝐴𝐵)ٸٿ ٰرٻغ ٤ّٙة ا٬ٱفت٥ځٯ  ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟏−
′𝑧𝐵 ٸٿ:    = −𝑧𝐵 (𝐴𝑀 = 𝐵′𝑀 ڀ٩ا٠ئ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |−𝑧 − 𝑧𝐵| = |−(𝑧 − (−𝑧𝐵))| = |𝑧 − 𝑧𝐵′|) 

o  إظا ٨اٲ𝒌 ∈ ℂ∗ ٺ |𝒌| ≠  𝐺، ذځث [𝐺𝐻]ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ضائػة ٤ّػٸا  ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  𝟏
;𝐴)}ٸٿ ٰػجد ا٬حٱ٭ة ا٬ٱث٥٭ة  1), (𝐸;−𝑘)}  ٺ𝐻  ٸٿ ٰػجد ا٬حٱ٭ة ا٬ٱث٥٭ة{(𝐴; 1), (𝐸; 𝑘)}  ٰٗ𝐸 

𝑧𝐸ٴ٥ّة ڈذ٥تٹا  = 𝑧𝐵𝑘. 

 (𝒛 − 𝒛𝑨)(𝒛 − 𝒛𝑨) = |𝒛𝑶|:  ٰٗ𝑧𝑂 ∈ ℂ : 

o  إظا ٨اٲ𝒛𝑶 ≠ 𝑟ٺٴىٟ ٤ّػٸا  𝐴ٸٿ ضائػة ٰػ٨ؽٸا  ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟎  = √|𝑧𝑂| 

o  إظا ٨اٲ𝒛𝑶 = 𝐴. (𝑧ا٬ٵ٥ّة  ٸٿ ٠𝑀إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  𝟎 = 𝑧𝐴 أٺ 𝑧 = 𝑧𝐴 ٸعا ڀّٙځٵا (𝑧 − 𝑧𝐴) = 𝑧) أٺ 0 − 𝑧𝐴) ∶ 𝑧) ٺ٘٭ځٷ − 𝑧𝐴)(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0) 

 𝒂𝒓𝒈(𝒛𝑩−𝒛𝒛𝑨−𝒛) = 𝜽:  ٰٗ𝜃 ∈ ℝ  ٺ𝑧 ≠ 𝑧𝐴 ≠ 𝑧𝐵 : 

o  إظا ٨اٲ𝜽 = 𝟎 + 𝟐𝒌𝝅   ُ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ا٬ٱفت٥ځٯ(𝐴𝐵)  باـتثٵاء
 .]𝐴𝐵[ا٥٬ّٙة ا٬ٱفت٥ځٱة 

 
 -ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ ا٬ 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  -

o  إظا ٨اٲ𝜽 = 𝝅 + 𝟐𝒌𝝅   ُ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ا٥٬ّٙة ا٬ٱفت٥ځٱة]𝐴𝐵[ 
 𝐵ٺ  𝐴باـتثٵاء ا٬ٵ٥ّتځٳ 
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 -ٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  -

o  إظا ٨اٲ𝜽 = 𝟎 + 𝒌𝝅   ُ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ا٬ٱفت٥ځٯ(𝐴𝐵)  باـتثٵاء
 𝐵ٺ  𝐴ا٬ٵ٥ّتځٳ 

 
 - ٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  -

 𝑳 = 𝒛−𝒛𝑩𝒛−𝒛𝑨:  ٰٗ𝑧 ≠ 𝑧𝐴 : 

o  إظا ٨اٲ𝑳 ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  ذ٥ځ٥ٿ𝑀  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ا٬ٱفت٥ځٯ(𝐴𝐵)  باـتثٵاء ا٬ٵ٥ّة𝐴 
(𝐴𝐵)ٺٴػٰؽ ٬ٹا با٬ػٰؽ  − {𝐴}. 

 
 -ٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ -

o  إظا ٨اٲ𝑳 ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  ذ٥ځ٥ٿ ٰٻجب𝑀  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ا٬ٱفت٥ځٯ(𝐴𝐵)  باـتثٵاء
(𝐴𝐵)، ٺٴػٰؽ ٬ٹا با٬ػٰؽ  ]𝐴𝐵]ا٥٬ّٙة  − [𝐴𝐵[. 

 
 -ٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ -

o  إظا ٨اٲ𝑳 ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  ذ٥ځ٥ٿ ـا٬ب𝑀  ا٬ٱفت٥ځٯ ٤ّٙة ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ[𝐴𝐵] 
[𝐴𝐵]، ٺٴػٰؽ ٬ٹا با٬ػٰؽ  𝐴 ا٬ٵ٥ّةباـتثٵاء  − {𝐵}. 

 

 - ٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  -

قلم الجزائر
WWW.DZPEN.COM

https://www.dzpen.com


► 16ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة

ػڀ
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
ات

ٌځ
ا

o  إظا ٨اٲ𝑳 ٞ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ : تصځ٭ٿ وػ𝑀  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ
𝑧𝐼:ظات ا٬ډذ٥ة 𝐼ا٬طائػة ا٬تٿ ٰػ٨ؽٸا ا٬ٵ٥ّة  = (𝑎1 + 𝑏1) + 𝑖(𝑎2 + 𝑏2)2

𝑟ٺٴىٟ ٤ّػٸا: = √(𝑎1 − 𝑏1)2 + (𝑎2 − 𝑏2)22
𝐴ا٬ٵ٥ّة باـتثٵاء 

 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ -
-ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ ا٬حؽءٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ 

o  إظا ٨اٲ𝑳 ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ تصځ٭ٿ ٰٻجب :𝑀  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ٴىٟ ا٬طائػة )ا٬ٻا٤ٗ ٠ٻ٢ ا٬ٱفت٥ځٯ (𝐴𝐵)  ٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ( ا٬تٿ ٰػ٨ؽٸا ا٬ٵ٥ّة𝐼  :ظات ا٬ډذ٥ة 𝑧𝐼 = (𝑎1 + 𝑏1) + 𝑖(𝑎2 + 𝑏2)2
𝑟 ٤ّػٸا:ٺٴىٟ  = √(𝑎1 − 𝑏1)2 + (𝑎2 − 𝑏2)22

𝐴 ةباـتثٵاء ا٬ٵ٥ّ
 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ -

-ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ ا٬حؽءٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ 

o  إظا ٨اٲ𝑳 ٠إٲ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ تصځ٭ٿ ـا٬ب :𝑀  ٗا٬ٱفت٥ځٯ  ترتٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ ٴىٟ ا٬طائػة )ا٬ٻا٤ (𝐴𝐵)  ٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ( ا٬تٿ ٰػ٨ؽٸا ا٬ٵ٥ّة𝐼  :ظات ا٬ډذ٥ة 𝑧𝐼 = (𝑎1 + 𝑏1) + 𝑖(𝑎2 + 𝑏2)2
𝑟ٺٴىٟ ٤ّػٸا: = √(𝑎1 − 𝑏1)2 + (𝑎2 − 𝑏2)22

 𝐴 ا٬ٵ٥ّةباـتثٵاء 
 𝑴ل٫٩ ڀٻٌد ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ -

-ا٬ٱ٭ٻٲ باڄـٻض ٥٠ُ ا٬حؽءٺا٬تٿ تٵت٫٥ ٠ٿ  𝒂𝒓𝒈(𝒛 − 𝒛𝑨) = 𝒂𝒓𝒈(𝒛 − 𝒛𝑨):   ٰٗ𝑧 ≠ 𝑧𝐴 : 
.𝐴ا٬ٱٻاؼپ ٬را٫ٰ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ باـتٵثاء ا٬ٵ٥ّة  (𝐴𝑀)ا٬ٱفت٥ځٯ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ  𝑀حٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ ٰ
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 𝒛 = 𝒛𝑨 + 𝒒𝒆𝒊𝜽:   ٰٗ𝜃 ∈ ℝ  ٰتٝځػ( ٺ(𝑞 ∈ ℝ∗ :)ٰٙ٭ٻٮ( 
𝑟ذځث:  𝑟ٺِٻ٪ ٴىٟ ٤ّػٸا  𝐴ا٬طائػة ا٬تٿ ٰػ٨ؽٸا ا٬ٵ٥ّة  ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ 𝑀ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ  = |𝑞| 

 𝒛 = 𝒛𝑨 + 𝒒𝒆𝒊𝜽:   ٰٗ𝜃 ∈ ℝ  ٰٙ٭ٻٮ( ٺ(𝑞 ∈ ℝ∗ :)ٰتٝځػ( 

o  :إظا ٨اٲ𝒒 ∈ ℝ   ُٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀  ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬عپ ڀمٱ٫ ا٬ٵ٥ّة ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ𝐴  ٖٺلٙا
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗تٻجځٹٷ  ; 𝑢⃗) ا٬عپ ڀر٣٥:  ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜃 + 𝑘𝜋  ; 𝑘 ∈ ℤ. 

o  :إظا ٨اٲ𝒒 ∈ ℝ+   ُٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀 ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬عپ ٰبطؤٶ ا٬ٵ٥ّة  ٴىٟ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ𝐴 
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ٺلٙاٖ تٻجځٹٷ  ; 𝑢⃗) ا٬عپ ڀر٣٥:  ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜃 + 2𝑘𝜋  ; 𝑘 ∈ ℤ. 

o  :إظا ٨اٲ𝒒 ∈ ℝ−   ُٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀  ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬عپ ڀمٱ٫ ا٬ٵ٥ّة ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ𝐴  ٖٺلٙا
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗تٻجځٹٷ  ; 𝑢⃗) ا٬عپ ڀر٣٥:  ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜃 + (2𝑘 + 1)𝜋  ; 𝑘 ∈ ℤ. 

 𝒂𝒓𝒈(𝒛 − 𝒛𝑨) = 𝒂𝒓𝒈(𝒒𝒛 − 𝒛𝑩):   ٰٗ𝜃 ∈ ℝ  ٰٙ٭ٻٮ( ٺ(𝑞 ∈ ℝ∗ :)ٰتٝځػ( 

o  :إظا ٨اٲ𝒒 =  𝐵ٺ  𝐴باـتثٵاء ا٬ٵ٥ّتځٳ  (𝐴𝐵)ا٬ٱفت٥ځٯ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ  𝑀ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟏
o  :إظا ٨اٲ𝒒 = ٺ  𝐴باـتثٵاء ا٬ٵ٥ّتځٳ  (′𝐴𝐵)ا٬ٱفت٥ځٯ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ  𝑀ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ   𝟏− 𝐵′  ٰٗ𝑧𝐵′ = −𝑧𝐵. 

o  :إظا ٨اٲ𝒒 = 𝒊   ُٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀  ا٬ٱفت٥ځٯ  ٠ٻ٢ٴىٟ ا٬طائػة )ا٬ٻا٤ٗ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ (𝐴𝐵′)  ٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ( ا٬تٿ ِٻ٪ ٴىٟ ٤ّػٸا𝑟   :ذځث𝑟 = 𝐴𝐵′2   ٺٰػ٨ؽٸا ا٬ٵ٥ّة𝐼  ظات
𝑧𝐼ا٬ډذ٥ة  = 𝑧𝐴+𝑧𝐵′2  باـتثٵاء ا٬ٵ٥ّتځٳ ،𝐴  ٺ𝐵′  ٰٗ𝑧𝐵′ = −𝑧𝐵 

o  :إظا ٨اٲ𝒒 = −𝒊   ُٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥𝑀  ا٬ٱفت٥ځٯ  ترتٴىٟ ا٬طائػة )ا٬ٻا٤ٗ ٰٳ ا٬ٱفتٻپ ٸٿ (𝐴𝐵′)  ٠ٿ اڈتحاٶ ا٬ٱبالػ( ا٬تٿ ِٻ٪ ٴىٟ ٤ّػٸا𝑟   :ذځث𝑟 = 𝐴𝐵′2   ٺٰػ٨ؽٸا ا٬ٵ٥ّة𝐼  ظات
𝑧𝐼ا٬ډذ٥ة  = 𝑧𝐴+𝑧𝐵′2  باـتثٵاء ا٬ٵ٥ّتځٳ ،𝐴  ٺ𝐵′  ٰٗ𝑧𝐵′ = −𝑧𝐵 

  :  ٻجځٷت 
𝑧إظا وٙب ٘٭ځ٧ تٙځځٳ ٰحٱٻ٘ة ا٬ٵ٥ُ ٠اـتٙٱ٫ ا٬ّػڀ٥ة ا٬تر٭ځ٭ة ٺظ٧٬ بٻٌٗ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٺغ٨ؽ جځطا ،

 ٠ٿ ا٬ٵمػ ٺا٬تبفځُ ٺا٬رفاب.

 𝒇  ب٫٩ ٴ٥ّة ترٻڀ٫ ٴ٥ّٿ ڀػ٣٠𝑴(𝒛)  ا٬ٵ٥ّة𝑴′(𝒛′). :ٺا٬ٱٙػٞ ٨ٱا ڀ٭ٿ 𝒇(𝒛) = 𝒂𝒛 + 𝒃 𝑴′  ٸٿ وٻغة ا٬ٵ٥ّة𝑴  :𝑴′ = 𝒇(𝑴). 

 

 9 ا٬ترٻڀډت ا٬ٵ٥ّځة ٠ٿ ا٬ٱفتٻپ ا٬ٱػ٨ب
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′٠𝒛ٿ ذا٬ة ا٬م٫٩ ا٬ٱػ٨ب:   = 𝒂𝒛 + 𝒃 :

′𝒛ٿ ذا٬ة ا٬م٫٩ ا٬ٱػ٨ب: ٠ − 𝒛𝒘 = 𝒂(𝒛 − 𝒛𝒘) : 

o 𝑓  ترا٨ٿ: ٴفبتٷ𝑘 ٺڈذ٥ة ٰػ٨ؽٶ 𝑧𝑤. :٘باغتٷ ا٬ٱػ٨بة 𝑧′ − 𝑧𝑤 = 𝑘(𝑧 − 𝑧𝑤). 

o 𝑓  ضٺغاٲ: ؼاٺڀتٷ𝜃  ٺڈذ٥ة ٰػ٨ؽٶ𝑧𝑤. :٘باغتٷ ا٬ٱػ٨بة 𝑧′ − 𝑧𝑤 = 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝑧𝑤). 

o 𝑓  تمابٷ ٰبالػ: ٴفبتٷ𝑘  ٺؼاٺڀتٷ𝜃  ٺڈذ٥ة ٰػ٨ؽٶ𝑧𝑤.  :٘باغتٷ ا٬ٱػ٨بة𝑧′ − 𝑧𝑤 = 𝑘𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝑧𝑤)
 : ٴ٥ّٿ ڀرٻ٪ ٴ٥ّتځٳ ٙځځٳ ترٻڀ٫ت 

 ڀّ٭ب ا٬فؤا٪ با٬م٫٩ ا٬تا٬ٿ:
ٰٗ تٙځځٳ ٘ٵاوػٶ  𝐷إ٬ٽ ا٬ٵ٥ّة  𝐶ٺڀرٻ٪ ا٬ٵ٥ّة  𝐵إ٬ٽ ا٬ٵ٥ّة  𝐴ا٬عپ ڀرٻ٪ ا٬ٵ٥ّة  𝑅أٺجط ِبځٙة ا٬ترٻڀ٫ 

𝑧𝐵} ا٬ٱٱځؽة. = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏… (1)𝑧𝐷 = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏…(2)
𝑎ٴحط:  (1)ٰٳ  (2)بّػخ  = 𝑧𝐵−𝑧𝐶𝑧𝐴−𝑧𝐶

.𝑅ثٯ ٴحط ا٬ٙٵاوػ ا٬ٱٱځؽة ٬٭ترٻڀ٫  (2)أٺ  (1)٠ٿ  𝑎، بٙط ظ٧٬ ٴٙٻي ٤ځٱة  𝑅ٴٙځٳ ِبځٙة ا٬ترٻڀ٫  𝑎ٰٳ 

 اٴفراب: ٠𝑓إٲ 

ٸٿ:  𝑣ڈذ٥ة لٙا٘ٷ  𝑧𝑣⃗ = 𝑏 

 ترا٨ٿ: ٠𝑓إٲ 
𝑘ٴفبتٷ  = 𝑎 

𝑧𝑤ٸٿ: 𝑤ٺڈذ٥ة ٰػ٨ؽٶ  = 𝑏1 − 𝑎
:ٰبالػتمابٷ  ٠𝑓إٲ 

𝑘ٴفبتٷ:  = |𝑎| 

𝜃ؼاٺڀتٷ ٺ = arg(𝑎)
𝑧𝑤ٸٿ: 𝑤ٺڈذ٥ة ٰػ٨ؽٶ  = 𝑏1 − 𝑎

ضٺغاٲ: ٠𝑓إٲ 
𝑘ٴفبتٷ:  = 1

𝜃ؼاٺڀتٷ  = arg(𝑎)
𝑧𝑤ٸٿ: 𝑤ٺڈذ٥ة ٰػ٨ؽٶ  = 𝑏1 − 𝑎

𝑎إظا ٨اٲ: ∈ ℝ 

𝑎ٺ = 1 

𝑎إظا ٨اٲ: ∈ ℝ 

𝑎ٺ ≠ 1 

𝑎إظا ٨اٲ: ∈ ℂ 

|𝑎|ٺ = 1 

𝑎إظا ٨اٲ: ∈ ℂ 

|𝑎|ٺ ≠ 1 
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► 19ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٰ٭صه لا٫ٰ ٠ٿ اڄ٘طاض ا٬ٱػ٨بة
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ٰٳ ٘ډ٤ة أٲ ٴ٥ّة ٸٿ وٻغة ٴ٥ّة أشػټ بترٻڀ٫: ڈـتٵتاجا 

𝑎اظا ٨اٲ  = 𝑧𝐵−𝑧𝑤𝑧𝐴−𝑧𝑤  :٠إٲ𝑧𝐵 − 𝑧𝑤 = 𝑎(𝑧𝐴 − 𝑧𝑤)  ٺٸعا ڀٙٵٿ أٲ ا٬ٵ٥ّة𝐵  ٸٿ وٻغة  ا٬ٵ٥ّة𝐴  با٬ترٻڀ٫ ا٬عپ ٰػ٨ؽٶ𝑤 ٺڀتٯ ترطڀط ،
ِبځٙة ا٬ترٻڀ٫ ٰٳ شډ٪ ٤ځٱة ٨ٱا ظ٨ػٴا ـاب٥ا.

ػ٨ځب ا٬ترٻڀډت ا٬ٵ٥ّځة:ت 
o .تػ٨ځب ٘طة اٴفرابات ٸٻ اٴفراب، لٙا٘ٷ ٸٻ ٰحٱٻٖ ألٙتٹا
o  ا٬ٱػ٨ؽ ٺٴفبتٷ ٸٿ جطاء ا٬ٵفب.تػ٨ځب ٘طة ترا٨ځات ٬ٹا ٴ١ؿ ا٬ٱػ٨ؽ ٸٻ تاذ٩ٿ، ٬ٷ ٴ١ؿ
o .تػ٨ځب ٘طة ضٺغٴات ٬ٹا ٴ١ؿ ا٬ٱػ٨ؽ ٸٻ ضٺغاٲ، ٬ٷ ٴ١ؿ ا٬ٱػ٨ؽ، ٺؼاٺڀتٷ ٸٿ ٰحٱٻٖ ا٬ؽٺاڀا 

o  تػ٨ځب ٘طة تمابٹات ٰبالػة ٬ٹا ٴ١ؿ ا٬ٱػ٨ؽ ٸٻ تمابٷ ٰبالػ، ٬ٷ ٴ١ؿ ا٬ٱػ٨ؽ ٺٴفبتٷ ٸٿ جطاء

►با٬تٻ٠ځ٣ ٠ٿ لٹاضة ا٬ب٩ا٬ٻغڀا  ◄

ا٬ٵفب ٺؼاٺڀتٷ ٸٿ ٰحٱٻٖ ا٬ؽٺاڀا. 
اظا اشت٭١ت ٰػ٨ؽ ا٬ترٻڀډت ا٬ٵ٥ّځة أٺ ٨اٴت ٰٳ ِبائٗ ٰصت٭١ة، ٴتٙػٞ ٘٭ٽ ِبځٙة ٰػ٨باتٹا   o

باـتٙٱا٪ ا٬ٙباغة ا٬ٱػ٨بة ٺٴفتٙٱ٫ ٴ١ؿ ا٬ّػڀ٥ة ا٬ٱفتصطٰة ٠ٿ تػ٨ځب ا٬طٺا٪ ا٬ٙطضڀة.
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