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حور م
الدوال الأصلية   وحساب التكامل

نسان عن غيره من الكائنات،العقل من يستعمله بشكل صحيح العقل هو ذلك الجزء الذي يميز الإ
 يعيش في نعيم ومن يستعمله بشكل خاطئ يجعل حياته جحيما
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درس الدوال الأصلية 
. الدالة الأصلية لدالة على مجال1

پٚغ ٶۺګ  f تعريف: پٚغ ٶۺګ ثلميحڋ F. ژڃڤڋ ٶڜ ثڍٖثڍغ  Iيحڋ ڔٕثڍغ ڔٷ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ  حأڶێ Iٶۺګڃحذڏغ ڍلا٢ؾڃحځ ڣثڍ Iثلمٷ
fٶۺګ ثلميحڋIإٗث ڇحڗ ڔڜ أوڑ ڇڑxڔڜI ،   F x f x 

  : 01مثال

  2
: 3 6 7F x x x    ؈ڶ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ: 6 6f x x   لأڗ   ٶۺګ   F x f x .


2

5
:

1

x
F x

x 
؈ڶ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ   

 
2

2
2

5 5
:

1

x
f x

x

 


لأڗ   ٶۺګ     F x f x .

تطبيق : 

F ڣGپٚؾحڗ ٶۺګ چڕح ڭۺڶ:ٕثڍؾحڗ ڔٷ 
2

2

5 3

1

x x
F x

x x

 
 

ڣ  2

6 2

1

x
G x

x x

 
 

.أ٦ڏڱؾحڗ ڍښٿ٠ ثڍٖثڍغ ٶۺګGڣ  Fؼُڃڄ أڗ     

 الحل :

، ڔڜ xژشَڗ أژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑ الطريقة الأولى:      F x G x 

،ڔڜxڔڜ أوڑ ڇڑ 
 

2

2
2

2(3 2 2)

1

x x
F x

x x

 
 

ڣ   
 

2

2
2

2(3 2 2)

1

x x
G x

x x

 
 

، ڔڜ xإٗڗ ڔڜ أوڑ ڇڑ   F x G x  ثڍٖثڍؾحڗ .F  ڣG  .ڟڕح إٗڗ ٕثڍؾحڗ أ٦ڏڱؾحڗ ڍښٿ٠ ثڍٖثڍغ
، ڔڜ xژشَڗ أژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑالثانية :الطريقة    F x G x k  َڱنk .ٶٖٕ َڃڱڃڵ 

، ڔڜ xڔڜ أوڑ ڇڑ

     2
2 2 2

2 2 2 2 2

5 15 3 6 2 5 3 6 2 5 5 5
5

1 1 1 1 1

x xx x x x x x x x
F x G x

x x x x x x x x x x

                
         

أڬ     ' 0F x G x      ڣڔښڢ   F x G x    ؽٟحڣڬ ٦ٿٚ.  5لأڗ ڔ٣ؾڃغ

. مجموعة الدوال الأصلية لدالة2
عٚ ٶۺګ ڔيحڋ fإٗث ڇحژـ    ڔڜ ثڍ٣ډڑ  Iؼڃشڑ ٶٖٕ لاڶێحئڵ ڔڜ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ٶۺګ  fپإڗ Iٕثڍغ ڔٟؾڕ x F x k َڱنk 

ڏٿحڗ ذلحذـ پڃٰ.ٕثڍؾحڗ أ٦ڏڱؾحڗ ڍښٿ٠ ثڍٖثڍغ ؼٓؾٶٖٕ َڃڱڃڵ قحذـ. 
مثال: 
پٚغ ٶۺګ fڍؾڈڜ   ذِـ ثڍٖثڍغ ثلمٷ  26 10 8f x x x   3. ڇڑ ثڍٖڣثڋ 2

1
: 2 5 8 1F x x x x      ،

3 2

2
: 2 5 8 13F x x x x   ،3 2

3
: 2 5 8 7F x x x x  ؈ڶ ٕڣثڋ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغf ٶۺګ.

پٚغ ٶۺګ  F؈ڶ ثڍٖڣثڋٶۺګ fڇڑ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ   ذِـ ثلمٷ  3 22 5 8F x x x x c    َڱنc .ٶٖٕ َڃڱڃڵ قحذـ 
. الدالة الأصلية التي تأخذ قيمة معلومة من أجل قيمة للمتغير3
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f عٚ ٶۺګ ڔيحڋ I.0ٕثڍغ ڔٟؾڕ
x  ٶٖٕ َڃڱڃڵ ڔڜIڣ

0
y .ٶٖٕ َڃڱڃڵ چڱٿڵ 

ڱٖع     ٭ٚ  Iٶۺګ ثلميحڋ fڍڏٖثڍغ  Fؼڤوٖ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڣَ ؼُڃڄ ثڍ٣ 0 0
F x y. 

 
 مثال : 

پٚغ ٶۺګ  fڍؾڈڜ   چڕح ڭۺڶ :   ثڍٖثڍغ ثلمٷ  212 2 3f x x x    

پٚغ ٶۺګ  F؈ڶ ثڍٖڣثڋ   fڔيڕڤٶغ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ   ذـ: ثلمٷ  3 24 3F x x x x c    ْ٘ڱٖع ؼأ . ؼڤوٖ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڣَ
1xڔڜ أوڑ   7ثڍڃڱڕغ     أڬ 1 7F    4أڬ 1 3 7c      1ڣڔښڢc    أڬ  3 24 3 1F x x x x    . 

 الدوال الأصلية لدوال مألوفة. 4

 ٶٖٕث َڃڱڃڱح چڱٿڱح. c. ڭڕلڑF؈ڶ ثڍٖڣثڋ Iٶۺګ ثلميحڋfثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 :تطبيق  

 ثلمٷٯڪ ڍډڑ ٕثڍغ ڔڜ ثڍٖڣثڋ ثڍؾحڍڱغ: Iٶَڗ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ٶۺګ ثلميحڋ

1)   38 4 7f x x x   ، I   2)    2

2

1
sing x x x

x
   ،0;I       3)   4

3 1
cosh x x

x x
   ،

0;I     
 الحل :

1) F ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغf  پٚغ ذِـ : ٶۺګ ڔٷ  3 1 2 4 21 1
8 4 7 2 2 7

3 1 2
F x x x x c x x x c         


 cَڱن

 قحذـ َڃڱڃڵ.

 f x   F x  I  
a( )f x   (a عدد حقيقي ) ax c F x   

( )f x x 21

2
x c F x   

n
x( )f x   (n

 ) 11

1

n
x c

n

 


 F x   

2

1

x
( )f x  1

c
x

  F x   ;0 أو 0; 

 1
n

x
( )f x (n و

2n )   1

1

1
n

c
n x

 


 F x   ;0 أو 0; 

1

x
( )f x  2 x c F x   0; 

sin x( )f x  cosx c  F x   
cosx( )f x  sin x c F x   

2

2

1
( ) 1 tan

cos
f x x

x
   tan x c F x  

;
2 2

k k
       

 k  
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2) G ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغg 0ٶۺګ;   : پٚغ ذِـ ڔٷ

     
2 1

3

2 1

1 1 1
cos cos

2 1 32 1

x
G x x c x x c

xx





 
 
 
 

         
 

 قحذـ َڃڱڃڵ. cَڱن

 

 

 من زاد في حبه لنفسه .. زاد كره الناس له

 

3)  Hٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغh 0ٶۺګ;   : پٚغ ذِـ  ڔٷ

 
 
 

 . الدوال الأصلية و العمليات على الدوال5

u ٕثڍغ ڂحذڏغ ڍلا٢ؾڃحځ ٶۺګ ڔيحڋI. 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال : 01تطبيق

     1)  22 3 2( ) 3 2 7f x x x x x    ، I     2 ) 
 22

2

1

x
g x

x



 ، I    

    3)  
 32

2 1

11

x
h x

x x


 

 ، I  

 الحل :

1)   22 3 2( ) 3 2 7f x x x x x    :ثڍٖثڍغf ڔڜ ثڍ٣ډڑnu u   َڱن  3 2 7u x x x   ڣ   23 2u x x x           

2nڣ   . 

على fالدوال الأصلية للدالة u Fالشروط الخاصة  بالدالة fالدالة 
I 

u uf    21

2
u cF   

n
u u f  (n

 )  11

1

n
u c

n

 


F  

2

u

u


f  

 :  Iمن xمن أجل كل
  0u x  

1
c

u
 F  

n

u

u


f (n 2وn ) 

: Iمن xمن أجل كل
  0u x    1

1

1
n

c
n u

 


F  

u

u


f  من أجل كلx منI :

  0u x  2 u cF  

     4 1 3

1 1
3 2 sin 2 sin

4 1
H x x x c x x c

x x

 
 
 
 

         


 حكمـــــــة

قلم الجزائر
WWW.DZPEN.COM

https://www.dzpen.com


 

5 

 

11ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ  

1

n
cu

n

 


أڬ     2 1 3
3 2 3 21 1

( ) 7 7
2 1 3

F x x x c x x c


       


قحذـ  cَڱن 

 َڃڱڃڵ.

2)  
 22

2

1

x
g x

x



ڔڜ ثڍ٣ډڑ gثڍٖثڍغ:   

2

u

u

   َڱن  2 1u x x  ڣ   2u x x   . 

1ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ  
c

u
   أڬ

2

1
( )

1
G x c

x
  


 قحذـ َڃڱڃڵ. cَڱن 

3)  
 32

2 1

11

x
h x

x x


 

ڔڜ ثڍ٣ډڑ hثڍٖثڍغ:   
n

u

u

   َڱن  2 11u x x x   ڣ   2 1u x x    . 

ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ  
  1

1

1
n

c
n u


 


أڬ  

    3 1 2
2 2

1 1
( )

3 1 11 2 11
H x c c

x x x x
     

    
 cَڱن 

 قحذـ َڃڱڃڵ.
 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال : 02تطبيق

     1)   22( ) 1 2 4 1f x x x x   ، I     2 ) 
 22 1

x
g x

x



 ،  I   

 3 ) 
 32

3 1

3 2 7

x
h x

x x


 

 ، I                4 ) 
2

5

1

x
v x

x



 ، I   

 طريقة : 
 يمكننا: fلدالة Iتعيين دالة أصلية على مجالل عنما لا نستطيع تطبيق مباشرة القواعد السابقة 

ٳغ إٗث ڇحژـ (1 nuؼڈؾظ ٶۺګ أَٖ ثلأ٢ډحڋ  fڔلَا u أڣ
n

u

u

 أڣu

u

  ٙع ڔٸ ؼُٖڭٖ ٶشح u x. 

َٟحد (2 u x ٶٖٕث َڃڱڃڱح ٷڱَڗ قږ ؽk  )ذُڱن  )َٟظ ڇڑ َحڍغnf k u u   أڣ
n

u
f k

u

  أڣu
f k

u

 .  

  ؼٯشڱڄ ڂڤثٶٖ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ. (3
 الحل:    

1)   22( ) 1 2 4 1f x x x x     ؼډحفت  221
( ) 4 4 2 4 5

4
f x x x x     ڣ؈ڶ ڔڜ ثڍ٣ډڑnf k u u    أڬ

21

4
f u u    َڱن  22 4 1u x x x      ڣ  4 4u x x . 

11ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ  ڔڜ ثڍ٣ډڑ  1

4 1

n
u c

n

 


، ڔڜ xڣ ذحڍؾح۸ڶ پإڗ ڔڜ أوڑ ڇڑ

     33
21 1 1

2 4 1
4 3 12

F x u x x x c 
       َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ 

2)   
   2 2

2 2

1 2

21 1

x x
g x

x x
  

 
ڔڜ ثڍ٣ډڑ  

2

u
g k

u

   أڬ
2

1

2

u
g

u

    َڱن  2 1u x x  ڣ   2u x x   . 

1ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ   1

2
c

u
   
 
 

أڬ  
2

1
( )

2 2
G x c

x
  


 قحذـ َڃڱڃڵ. cَڱن 
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3)  
   3 3

2 2

3 1 1 6 2

23 2 7 3 2 7

x x
h x

x x x x

   
   

 ڔڜ ثڍ٣ډڑ hثڍٖثڍغ.   
n

u
h k

u

   1أڬ

2
n

u
h

u


    َڱن

  23 2 7u x x x   ڣ   6 2u x x    . 

ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ  
  1

1 1

2 1
n

c
n u



 
   

 
أڬ  

 2
2

1
( )

4 3 2 7
H x c

x x
  

 
 قحذـ َڃڱڃڵ. cَڱن 

4)  
2 2

5 2
5

1 2 1

x x
v x

x x
  

 
uڔڜ ثڍ٣ډڑ  

v k
u

     أڬ'
5

2

u
v

u
  َڱن  2 1u x x  ڣ   2u x x   . 

2ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ     
( ) 5 1V x x c    َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ  

الدوال الأصلية للدوال  الدوا (6   u x

x u x e
 

u ٕثڍغ ڂحذڏغ ڍلا٢ؾڃحځ ٶۺګ ڔيحڋI : 

ذڕح أڗّ ثڍٖثڍغ         :
u x

F x e  ڂحذڏغ ڍلا٢ؾڃحځ ٶۺګIڣ ڍٖڭښح ڔڜ أوڑ ڇڑx  ڔڜI ،     u x
F x u x e  . 

پإڗّ ثڍٖثڍغ         :
u x

F x e     ؈ڶ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ   u x
x u x e . ٶۺګI 

 :Iٶۺګ ثلميحڋ fٶَڗ فڶ ڇڑ َحڍغ ڔڜ ثلححڍؾَڗ  ثڍؾحڍڱؾَڗ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ تطبيق :      
1)   2 32 xf x xe   ٶۺګ   I          .2)     2 2 51 x xf x x e     ٶۺګ   I . 

 الحل :
1)   2 32 xf x xe   ڔڜ ثڍ٣ډڑ   ( )

u x
f x u x e   2َڱن

( ) 3u x x       ڣ'( ) 2u x x   ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ
 :

u x
F x e c  أڬ  2 3xF x e c  َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ 

2)      2 22 5 2 51
1 2 2

2
x x x xf x x e x e         ڔڜ ثڍ٣ډڑ   1

( )
2

u x
f x u x e   2َڱن

( ) 2 5u x x x            

)'ڣ    ) 2 2u x x    ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ڔڜ ثڍ٣ډڑ 1
:

2

u x
cF x e   أڬ  2 2 51

2
x xF x e c  َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ  

من الشكل الدوال الأصلية للدوال   (7 
 

u x
x

u x


 

 پإڗ: Iٕثڍغ ڂحذڏغ ڍلا٢ؾڃحځ ڣ ڔڤوشغ ؼڕحڔح ٶۺګ ڔيحڋ uإٗث ڇحژـ

ذڕح أڗ ثڍٖثڍغ         : lnF x u x 
  ڂحذڏغ ڍلا٢ؾڃحځ ٶۺګI ڣ ڍٖڭښح ڔڜ أوڑ ڇڑx ڔڜI ،   

 
u x

F x
u x

 . 

پإڗ  ثڍٖثڍغ         : lnF x u x 
       ؈ڶ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ 

 
u x

x
u x

  ٶۺګI. 

 :Iٶۺګ ثلميحڋ fٶَڗ فڶ ڇڑ َحڍغ ڔڜ ثلححلاػ ثڍؾحڍڱغ ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ : تطبيق  

1)   1

1
f x

x



  ،    1;I           2)     1 1

2 2
f x

x x
 

 
  ،  2;I                                                 

3)   cos

sin

x
f x

x
   ،  0;I          4)     2 1

x
f x

x



  ،  1;I       5)    

1

x

x

e
f x

e



 ،I . 

 الحل :  
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1)   1

1
f x

x



ڔڜ ثڍ٣ډڑ      

 ( )
u x

f x
u x


  ڣڔښڢ ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ؈ڶF  َڱن ( ) ln 1F x x c    ٶۺګ

1;   َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ 

2)   1 1

2 2
f x

x x
 

 
َڱن  Fٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ؈ڶ       2

( ) ln 2 ln 2 ln
2

x
F x x x c

x


     


ٶۺګ  

2;  َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ. 

3)   cos

sin

x
f x

x
    ڔڜ ثڍ٣ډڑ 

 ( )
u x

f x
u x


  ڣڔښڢ ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ؈ڶF  َڱن ( ) ln sinF x x c   ٶۺګ

0;  َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ 

4)   2 2

1 2

21 1

x x
f x

x x
  

 
ڔڜ ثڍ٣ډڑ   

 
1

( )
2

u x
f x

u x


   ڣڔښڢ ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ؈ڶF  َڱن

 21
( ) ln 1

2
F x x c    1ٶۺګ;  َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ 

5)  
1

x

x

e
f x

e



ڔڜ ثڍ٣ډڑ   

 ( )
u x

f x
u x


 ڣڔښڢ ٕڣثڍڡح ثلأ٦ڏڱغ ؈ڶF َڱن  ( ) ln 1

x
F x e c    َڱنٶۺګ

c .قحذـ َڃڱڃڵ 

 

 أن تصاحب رجلًا فأغضبه .. فإن أنصفك من نفسه فلا تدع   موعظة : يا بني .. إذا أردتقال أحد الحكماء لابنه في 

 .صحبته .. وإلا فاحذره

 

 المعادلات التفاضلية 

المعادلات التفاضلية من الشكل (1 y f x 

عٚ ٶۺګ ڔيحڋ fإٗث ڇحژـ  مبرهنة:       پإڗ َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغ Iٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڡح ٶۺګ Fڣ ڇحژـ Iٕثڍغ ڔٟؾڕ
     y f x ؈ڶ ثڍٖڣثڋy :َڱن y F x c  َڱنc  .ٶٖٕ َڃڱڃڵ قحذـ 

  َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغ
 2

1

1

x
y


 1فڶ;    ؈ڶ ثڍٖڣثڋy :1َڱن

1
y c

x
  


 قحذـ َڃڱڃڵ. cَڱن 

  َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغlny x 0فڶ;   ؈ڶ ثڍٖڣثڋy :َڱنlny x x x c   َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ 

 

المعادلات التفاضلية من الشكل (2 y f x
 

عٚ ٶۺګ ڔيحڋ  fإٗث ڇحژـ مبرهنة:      ٕثڍغ أ٦ڏڱغ Gڣ ڇحژـ Iٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڡح ٶۺګ Fڣ إٗث ڇحژـIٕثڍغ ڔٟؾڕ
پإڗ َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغ  Iٶۺګ Fڍڏٖثڍغ     y f x ؈ڶ ثڍٖڣثڋy :َڱن  1 2

y G x c x c    
ڔٸ   

1
c ڣ

2
c .ٶٖٕثڗ َڃڱڃڱحڗ قحذؾحڗ 

  مثال:      

  َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغcosy x ؈ڶ ثڍٖڣثڋ فڶy :َڱن
1 2

cosy x c x c    َڱن
1

c ڣ
2

c ٶٖٕثڗ َڃڱڃڱحڗ
 قحذؾحڗ.  
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  24َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغ xy e ؈ڶ ثڍٖڣثڋ فڶy :2َڱن
1 2

xy e c x c    َڱن
1

c ڣ
2

c  .ٶٖٕثڗ َڃڱڃڱحڗ قحذؾحڗ 

2yالمعادلات التفاضلية من الشكل  (3 y  

2yٶٖٕث َڃڱڃڱح ٺَڇ ڔٷٖڣړ پإڗ َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغ  إٗث ڇحڗ : مبرهنة     y  ؈ڶ  ثڍٖڣثڋy :َڱن

1 2
cos siny c x c x     َڱن

1
c ڣ

2
c  .ٶٖٕثڗ َڃڱڃڱحڗ قحذؾحڗ 

  مثال:      

  4َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغy y    ؈ڶ ثڍٖڣثڋ فڶy :َڱن   1 2
cos 2 sin 2y c x c x    َڱن

1
c ڣ

2
c ٶٖٕثڗ

 َڃڱڃڱحڗ قحذؾحڗ. 

  3َڏڤڋ ثلمٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغy y    ؈ڶ ثڍٖڣثڋ فڶy :َڱن   1 2
cos 3 sin 3y c x c x    َڱن

1
c ڣ

2
c ٶٖٕثڗ

 َڃڱڃڱحڗ قحذؾحڗ.  
 تطبيق :

3ذَڗ أڗ ثڍٖثڍغ  3
:

x x
f x Ae Be

   ؈ڶ َڑ ڍڏڕٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغ'' 9 0y y   
 الحل :

x  :3ڔڜ أوڑ ڇڑ ٶٖٕ َڃڱڃڵ  3
'( ) 3 3

x x
f x Ae Be

     ڣ     3 3
9 9 9

x x
f '' x Ae Be f x

  
 

                         
ڣڔښڢ   '' 9 0f x f x    ڣڔښڢf   ؈ڶ َڑ ڍڏڕٷحٕڍغ ثڍؾٿح٪ڏڱغ'' 9 0y y  . 

 

 
 

   إن أبي سبب حياتي الفانية ومعلمي سبب حياتي الباقية  :  سئل الاسكندر : لِمَ تُكرم معلمك فوق كرامة أبيك فقال
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 حساب التكامل

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .الصحيح على أن يكون غزالًا فى الطريق الخطأ تعلمت أنه خير للإنسان أن يكون كالسلحفاة فى الطريق

 .الذهن الجيد يركز على هدفه ولا ينظر إلى الأسفل حيث المخاطر التي تشتت تعلمت أن المتسلق

 .التحمل والصبر النهاية من لديه القدرة علىفي  نجحتعلمت أن الذي ي

 .الإنسان هي الوقت والصبر أكثر الأسلحة الفعالة التي يملكهاتعلمت أن من 

 .أنه عندما تضحك يضحك لك العالم وعندما تبكي تبكي وحدك تعلمت

 .يهاجمها الناس تعلمت أن الشجرة المثمرة هي من
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 درس :  حساب التكامل
ثلمٟؾڤڬ ڔڛٟڤد إ۸ګ ڔٷڏږ ڔؾٷحڔٖ  , ,O i j   ڣڍؾڈڜA   ڣB   ژڃٯؾحڗ ذُڱن,OA i OB j   ٖع ثلمٟحَغ ؈ڶ . ڣَ

ثلمٟؾٯڱڑ ثڍ٘ڬ ٪ڏٷحڞ ڔٟحَغ  OA   ڣ OB . 
 
 
 

عٚ ڣڔڤوشغ ٶۺګ ثلميحڋ   fإٗث ڇحژـ ثڍٖثڍغ  (1 ڔٟؾڕ ,a b  پإڗ ڔٟحَغ ثلحَڈ ڔڜ ثلمٟؾڤڬ ثلمُٖٕ ذڕُڤٙ ثڍٿڤث٦ڑ ڣثلمښُؠي ،
xثڍڏ٘ڭڜ ڔٷحٕڍؾحڟڕح  ڣثلمٟؾڃڱڕَڗ  fثلمڕلڑ ڍڏٖثڍغ  a ڣx b  ؈ڶ ثڍؾډحڔڑ ڔڜa   إ۸ګb   ڍڏٖثڍغf   ڍڡح ٜ ڔٚ ڣژ

( )
b

a

f x dx ٖع ثلمٟحَغ  ڣَ

 
ڟ٘ڞ ثلمٟحَغ ؈ڶ ڔيڕڤٶغ ثڍښڃٰ  ,x y  

ثڍ؞ي ؼُڃڄ 
0 ( )

a x b

y f x

 
  

  

 
 
 

حڍشغ ٶۺګ ثلميحڋ   fإٗث ڇحژـ ثڍٖثڍغ  (2 عٚ ڣٞ ڔٟؾڕ ,a b  پإڗ ڔٟحَغ ثلحَڈ ڔڜ ثلمٟؾڤڬ ثلمُٖٕ ذڕُڤٙ ثڍٿڤث٦ڑ ڣثلمښُؠي ،
xثڍڏ٘ڭڜ ڔٷحٕڍؾحڟڕح  ڣثلمٟؾڃڱڕَڗ  fثلمڕلڑ ڍڏٖثڍغ  a ڣx b  ؈ڶ ثڍؾډحڔڑ ڔڜa   إ۸ګb   ڍڏٖثڍغf   ڍڡح ٜ ڔٚ ڣژ

( )
b

a

f x dx  .ٖع ثلمٟحَغ  ڣَ

 
 
 
 
 
 

ڴٙێح  fإٗث ڇحژـ ثڍٖثڍغ  (3 عٚ ڣؽٻَڇ إ٢ح ثلميحڋ  ٶۺګڔٟؾڕ ,a b  ئٜڱغ ؼُحپٴ فڶ ڇڑ ڔښێح . ژيٜء ڟ٘ث ثلميحڋ إ۸ګ ڔيحلاػ و
عٙ قحذؾغ ڣژٯشڄ ثڍڃڤثٶٖ ثڍٟحذڃغ . ثلجٜء ثلمڏڤڗ ڟڤ ڔٟحَغ ثلحَڈ ڔڜ ثلمٟؾڤڬ ثلمُٖٕ ذڕُڤٙ ثڍٿڤث٦ڑ  fثڍٖثڍغ  ٶۺګ إ٢ح

xثڍڏ٘ڭڜ ڔٷحٕڍؾحڟڕح  ڣثلمٟؾڃڱڕَڗ  fڣثلمښُؠي ثلمڕلڑ ڍڏٖثڍغ  a ڣx b . 
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 أمثلة :

أَٟظ ثڍؾډحڔڑ  (1
6

2

( 2)x d x  

ٚٞږ ثلمښُؠي ثلمڕلڑ ڍڏٖثڍغ  :أڣلا ژ 2f x x    مثلثڣ؈ڶ ٕثڍغ ؼآڍٿڱغ . ثلحَڈ فڶ ڟ٘ڞ ثلححڍغ ڟڤABC 
6

2

1 1
( 2) 4 4 8

2 2
ABC

x d x S AB BC          

   
 
 
 
 
 
 

 أَٟظ ثڍؾډحڔڑ ( 2
6

4

( 2)x d x 

ٚٞږ ثلمښُؠي ثلمڕلڑ ڍڏٖثڍغ  :أڣلا ژ 2f x x   ٚٽ  ABCDڣ؈ڶ ٕثڍغ ؼآڍٿڱغ . ثلحَڈ فڶ ڟ٘ڞ ثلححڍغ ڟڤ ٢شڢ ڔښُ
 

   6

4

2 4 2
( 2) 6

2 2
ABCD

AD BC AB
x d x S

   
      

 
 
 
 
 
 
 

 أَٟظ ثڍؾډحڔڑ  (3
6

4

4d x 

ٚٞږ ثلمښُؠي ثلمڕلڑ ڍڏٖثڍغ  :أڣلا ژ 4f x  ( ڣ؈ڶ ٕثڍغ قحذؾغ( ) 4f x   ثلحَڈ فڶ ڟ٘ڞ ثلححڍغ ڟڤ ڔٟؾٯڱڑ . )ABCD  
 

6

4

4 2 4 8
ABCD

d x S AB AD       
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ذَڗ أڗ ڔيڕڤٶغ ثڍښڃٰ  (4 ,M x y  2ثڍ؞ي ڔٷحٕڍژێح
4y x    عٚ قږ أَٟظ ثڍؾډحڔڑ ؈ڶ ژ٧ڀ ٕثئ

2

2

0

4 x d x 

2
4y x   ؼډحفت

2 2
4

0

y x

y

 



ؼډحفت   

2 2
4

0

x y

y

 



ڟٜح    چٚ عٚ ثڍ؞ي ڔ ڟٚح ٮڤڋ ڣ  Oڣ؈ڶ ڔٷحٕڍغ وٜء ڔڜ ثڍٖثئ   2ژ٧ڀ ڂٯ

عٚ.  ڣثڍڤثڂٷغ پڤځ ڔُڤٙ ثڍٿڤث٦ڑ أڬ ژ٧ڀ ٕثئ

ثڍؾډحڔڑ 
2

2

0

4 x d x  ڟٜح چٚ عٚ ثڍ؞ي ڔ سٙٸ ثڍٖثئ ڟٚح ٮڤڋ ڣ  Oڭڕلڑ إٗڗ  ڔٟحَغ   .  2ژ٧ڀ ڂٯ

 
 
 
 
 
 

عٚ ڔللا : (5 ڙٟؾٯڱٸ فڶ رٷ٬ ثلححلاػ  َٟحد ؼډحڔڑ ڍٖڣثڋ ٺَڇ ڔٟؾڕ
( ) 5 , 3

( ) 2 , 3

f x x

f x x

 
  

ڣژُٟظ  
6

1

( )f x d x. 

 
6

1

( )f x d x  ڭڕلڑ ڔٟحَغ ثڍ٣ډڑAEHGCD  ڣ ڟڤ ڔيڕڤٵ ڔٟحَ؞ي  ثلمٟؾٯڱڏَڗABCD   ڣBEHG  
6 3 9

1 1 3

( ) ( ) ( ) 2 5 3 2 16f x d x f x dx f x AB BC BE EH              

 

 

 
 
 
 
 

أحسب التكامل  (6 
7

2

2 x d x  

   
2

2 2 2

0

1 1
4 2

4 4
x d x r       
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 
7

2

1 25
2 5 5 12,5

2 2
x d x         . إٗڗ ڔٟحَغ ثلملڏنABC  ؈ڶ 

7

2

2 12,5x d x   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

أَٟظ    (7 
4

0

2 x dx  

 

         
4

0

1 1
2 2 2 2 2 0

2 2
OAD ABC

x dx S S        

 
 
 
 

 الدالة الأصلية و مساحة حيز 

f عٚ ڣ ڔڤوشغ ٶۺګ ڔيحڋ aَڱن Iٶٖٕثڗ َڃڱڃڱحڗ ڔڜ bڣ I.aٕثڍغ ڔٟؾڕ b. fC ڔښُؠيf  
فڶ ڔٷڏږ ڔؾٷحڔٖ     ; ,O i j ڣF ِٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍ ـf ٶۺګI.   مساحة الحيز تحت المنحني fC بين العددينa وb  هو العدد الحقيقي

   F b F a    . 
 تعريف التكامل

  f عٚ ٶۺګ ڔيحڋ  .Iٶٖٕثڗ َڃڱڃڱحڗ ڔڜ bڣ I.aٕثڍغ ڔٟؾڕ

ڮٟمى ثڍٷٖٕ ثلحڃڱڃڵ        F b F a َڱن ،F ٕثڍغ أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغf ٶۺګIثڍؾډحڔڑ ڔڜ ،a إ۸ګb ِڍ ـf 

    ٜ ڔٚ ٜ إڍڱڢ ذحڍ ڔٚ ڣ ژ 
b

a

f x dxأٚ:" ثڍؾډحڔڑ ڔڜ ڍ ـِ bإ۸ګ a. ژڃ f x ؼٿح٪ڑx ." 

 
 

 باستعمال الدوال الأصلية :  التكاملات السابقةنحاول  حساب  مثال :

1)   
6

2

( 2)x d x   ، 2) 
6

4

( 2)x d x    ،3) 
6

4

4d x      4) 
7

0

2 x dx  . 

       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a    
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1 )
6

26

2 2

36 4
( 2) 2 12 4 8

2 2 2

x
x d x x

                     
   

2 )
6

26

4 4

36 16
( 2) 2 12 8 6

2 2 2

x
x d x x

                     
  

3 )     
6

6

4
4

4 4 24 16 8d x x    . 

4 )
7

27

2 2

49 4 25
(2 ) 2 14 4

2 2 2 2

x
x d x x

                      
 . 

 تطبيق :
 أَٟظ ثڍؾډحڔلاػ ثڍؾحڍڱغ:

1)  
3

2

1

3 4 1x x dx    ، 2  )
2

2

0

2

1

x
dx

x      ،3 )2
2

0

2
x

xe dx ،  4 )
2

2

cos xdx





 ،5 )  

0

2

1

2 3 3 1x x x dx


    

 الحل :

1) 
 

   

3
3 23

3
2 3 2

1
1 1

3 4 1 3 4 2
3 2

27 18 3 1 2 1 12

x x
x x dx x x x x

            
      

  

2)  
2

2
2

2 0
0

2
ln 1 ln5 ln1 ln5

1

x
dx x

x
        

3) 
2 2

2 2
4 0 4

0
0

2 1
x x

xe dx e e e e        

4)  
2

2

2

2

cos sin sin sin sin sin 2
2 2 2 2

xdx x 



      







     

5)     
0

0
3 4

2 2

1 1

1 1 625 624
2 3 3 1 3 1 156

4 4 4 4
x x x dx x x

 

             
  

 خواص التكامل 
f   ڣg   ؼٚحڗ ٶۺګ ثلميحڋ  .Iٶٖٕثڗ َڃڱڃڱَڗ ڔڜ   I  . a   ،bٕثڍؾحڗ ڔٟؾڕ

1) ( ) 0
a

a

f x dx         ،2) ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx       ،3)   : علاقة شال( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     َڱن

c I . 

4) ( ) ( )
b a

a b

kf x dx k f x dx   َڱنk   ،5)  ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx    . 

 تكامل الدالة الفردية :  

عٚ ٶۺګ ڔيحڋ  fإٗث ڇحژـ ثڍٖثڍغ  ٕٚڭغ ڣڔٟؾڕ ڞٜ  Iپ چٚ ): Iڔڜ aپإژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑ Oڔ ) 0
a

a

f x dx


  
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 تكامل الدالة الزوجية:  

عٚ ٶۺګ ڔيحڋ  fإٗث ڇحژـ ثڍٖثڍغ  ڞٜ  Iڣٛوڱغڣڔٟؾڕ چٚ :Iڔڜ aپإژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑ Oڔ
0

( ) 2 ( )
a a

a

f x dx f x dx


   

 
 
 
 
 
 
 
 

 المقارنةالتكامل و 

   f ڣg ؼٚحڗ ٶۺګ ڔيحڋ a;ٕثڍؾحڗ ڔٟؾڕ b  . 

a;ڔڜ xإٗث ڇحڗ ڔڜ أوڑ ڇڑ (1     b  ،  0f x   پإڗ  0
b

a

f x dx  

a;ڔڜ xإٗث ڇحڗ ڔڜ أوڑ ڇڑ (2     b  ،   f x g x پإڗ   
b b

a a

f x dx g x dx  

ڔڜ   tڙٷڏږ أژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑ ٶٖٕ َڃڱڃڵ  مثال : 0 , x 1 :
t

e    . 
ڔڜ  xذَڗ أژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑ ٶٖٕ َڃڱڃڵ  0 ,    1پإڗ

x
e x  . 

 الحل : 

1ذڕح أڗ 
t

e   پإڗ
0 0

1
x x

t
e dt dt    ڣزحڍؾح۸ڶ 

00

x xt
e t     0أڬ

0
x

e e x     1ڣڔښڢ
x

e x  

 القيمة المتوسطة لدالة على مجال 
f عٚ ٶۺګ ڔيحڋ a;ٕثڍغ ڔٟؾڕ b  . 

ٯغ ڍڏٖثڍغ       a;ٶۺګ ثلميحڋ fثڍڃڱڕغ ثلمؾڤٞ b  ؈ڶ ثڍٷٖٕ ثلحڃڱڃڵm  َڱن : 1
b

a

m f x dx
b a


 . 

ڱغ مثال :  ٯغ ڍڏٖثڍغ ثلٞأ ٶَڗ ثڍڃڱڕغ ثلمؾڤٞ x
x e  ٶۺګ ثلميحڋ 0 , 3  

 الحل :
:ڙٷڏږ ثڗ ثڍٖثڍغ ثلأ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ 

x
f x e  ؈ڶ ثڍٖڣثڋ:

x
F x e c  َڱنc .قحذـ َڃڱڃڵ 
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3 0 3
3

0

3

0

1

3 3

1 1

3 0 3
x x e e e

em e dx
     

  

 حصر القيمة المتوسطة

f عٚ ٶۺګ ڔيحڋ a;ٕثڍغ ڔٟؾڕ b  . 
a;ڔڜ xذُڱن ڔڜ أوڑ ڇڑ Mڣ mإٗث ڣوٖ ٶٖٕثڗ َڃڱڃڱحڗ    b  ، m f x M  :پإڗ 

     
b

a

m b a f x dx M b a    

 مثال :
پٚغ ٶۺګ fڙٷؾيڇ ثڍٖثڍغ  ;1ثلمٷ     ذِـ   1 ln 1f x x      

0ٶۺګ ثلميحڋ fإٔٝٙ ثؼيحڞ ؽٻَڇ ثڍٖثڍغ (1 ; 1e  . 

ثٚ ڍ ـِ (2 ثٞؾڛؾٌ ٧َ f x. 

ثٚ ڍڏٷٖٕ ثلحڃڱڃڵ  (3 ثٞؾڛؾٌ ٧َ 
1

1

e

I f x dx


  

 الحل:    

;1ڔڜ xڍٖڭښح ڔڜ أوڑ ڇڑ (1    ،  1

1
f x

x



أڬ
 

   0f ' x   ڣڔښڢf 1ڔًڈثڭٖع ؼڕحڔح ٶۺګ;     ذحڍؾح۸ڶ ؈ڶ ڣ

ٶۺګ ثلميحڋ چ٘ڍڊ ڔًڈثڭٖع ؼڕحڔح  0 ; 1e. 
ڔًڈثڭٖع ؼڕحڔح ٶۺګ ثلميحڋ fذڕح أڗ ثڍٖثڍغ   (2 0 ; 1e

 

ڔڜ xڙٟؾڛؾٌ أژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑ  0 ; 1e،     0 1f f x f e   
أڬ 1 2f x . 

ٯغ (3 ٚ ثڍڃڱڕغ ثلمؾڤٞ ژيٖ    ذؾٯشڱڄ ٧َ     
1

1

2 2 2

e

e f x dx e



   . 

 المكاملة بالتجزئة

u ڣv ڗ ڍلا٢ؾڃحځ ٶۺګ ڔيحڋحڗ ڂحذڏؾحٕثڍؾI ڣu ڣv  ؼٚحڗ ٶۺګڔ٣ؾڃحڴێڕح ٶۺګ ثڍًڇؼڲظ  . Iڔٟؾڕ
 ڍٖڭښح:  Iڔڜ bڣ aڔڜ أوڑ ڇڑ ٶٖٕڭڜ َڃڱڃڱَڗ     

            
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx 
     

 مثال :

ئٜغ أَٟظ: ذحٞؾٷڕحڋ ثلمډحڔڏغ ذحڍؾي
1

2

0

xA xe dx        و
2

0

cosB x xdx



        

  الحل:

َٟحد   (1
1

2

0

xA xe dx :  ژ٫ٸ u x x   ،  2xv x e    ڣ ڔښڢ  1u x     ،  21

2
xv x e 

ئٜغ  :  ژڈؾظ ذؾٯشڱڄ ڔشٖأ ثلمډحڔڏغ ذحڍؾي     
1 1

2

0 0

1

2
1

00

21 1
2 2

1x x xv xxe dx dxu x e e xxA d
    
            

     
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ڣ ڔښڢ  
12 2 2 2 2

2 2 0

0

1 1 1 1 1

2 4 2 4 4 2 4 4 4
xe e e e e

A e e e
   
   
   

         إٗڗ .
2 1

4

e
A

. 

َٟحد    (2
2

0

cosB x xdx



  :  ژ٫ٸ u x x   ،  cos xv x     ڣ ڔښڢ  1u x     ،  sin xv x  

ئٜغ  :  ژڈؾظ ذؾٯشڱڄ ڔشٖأ ثلمډحڔڏغ ذحڍؾي        
2

0

2 2
2

0
0 0

sin sinco 1s u x xv x dB x xdx dxx xx

 


  
    

2ڣ ڔښڢ  
0

cos cos cos0 1
2 2 2 2

B x
    

    
 

         1. إٗڗ
2

B
 . 

 حساب الحجوم 
 حساب حجوم بعض المجسمات البسيطة 

ثڍٿ٫حء ڔڛٟڤد إ۸ګ ڔٷڏږ ڔؾٷحڔٖ    ; , ,O i j k  ڞ ڔُحڣٙ x x ، y y  ڣ z z. 

ٖع ثلحجڤړ   ڣَ .u v ڬٛ ثلمٟؾٯڱلاػ ثلمڛ٣أ ٶۺګ ؈ڶ حجږ ڔؾڤث ; , ,O I J K. 
ڔُٖٕ ذڕٟؾڤگَڗ   ثلميٟږ  1

P  ، 2
P  

گَٛڗڙٷؾيڇ فڶ ثڍٿ٫حء     ڔيٟڕح ڔُٖٕث ذڕٟؾڤگَڗ ڔڤث
ڍڏڕٟؾڤڬ   xOy :ڔٷحٕڍؾحڟڕحz a  ڣz b . 

حجږ ثلميٟږ ڣ  Vڙٟمي  S z ڔٟحَغ ڔڃٯٸ ثلميٟږ ذڕٟؾڤ 
ٛ ڍڏڕٟؾڤڬ   ڔڤث xOy   ثٙڂڕڢz  َڱنa z b . 

 پإڗ  
b

a

V S z dz  . 

 

 

حجم مجسم دوراني محوره x x 

ثڍٿ٫حء ڔڛٟڤد إ۸ګ ڔٷڏږ ڔؾٷحڔٖ  ; , ,O i j k  ڙٷؾيڇ ثلجٜء ڔڜ ثلمٟؾڤڬ . , ,O i j  ثلمُٖٕ ذحلمښُؠي  ثڍ٘ڬ ڔٷحٕڍؾڢ y f x  

x,ڣثلمٟؾڃڱڕَڗ ثڍ٘ڭڜ ڔٷحٕڍؾحڟڕح  a x b    ٙڣثلمُڤ ,O i . 

گَٛڗ ڍـ  حٶښٖڔ ژٙڱح ڔُٖٕث ذحلمٟؾڤگَڗ ثلمڤث ڟ٘ث ثلجٜء ڔڜ ثلمٟؾڤڬ ڭڤڍٖ ڔيٟڕح ٕڣث ڭٖڣٙ , ,O j k  ثٙڂڕڡڕح ٶۺګ ثڍًڇؼڲظa   ڣb  .

ٖع ثلحجڤړ ڟڤ  ثڙڵ ذڤَ حجږ ڟ٘ث ثلميٟږ ثڍٖڣٙ    2
b b

a a

V S x dx f x dx       

ٙ   Vأَٟظ مثال:  ثڗ َڤڋ ثلمُڤ ثڙڵ ثلمڤڍٖ ذحڍٖڣٙ حجږ ثلميٟږ ثڍٖڣٙ x x  2ڍلحَڈ ثلمُٖٕ ذڕښُؠي ثڍٖثڍغ
:f x x  

0xڔٷحٕڍؾحڟڕح  ٘ڭڜڏثڍ َڗڣزحلمٟؾڃڱڕ     1ڣx  . 

الحل :   
12 51 1

2 4

0 0 0
5 5

x
V x dx x dx

      
 

    

 أمثلة متنوعة 

عٚ  (1 ڟٚڜ أڗ حجږ چ ڟٚحٮڤڋ ذ 34ڟڤ:  Rژ٧ڀ ڂٯ

3
V R. 
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 الحل :

ڣ ڔؾيحڙ٠ڙٷؾيڇ فڶ ثڍٿ٫حء ثلمڛٟڤد إ۸ګ ڔٷڏږ ڔؾٷحڔٖ  ; , ,O i j k  

عٚ   ڟٜحثڍڈ چٚ ڟٚح ٮڤڋ ڣ  Oثڍ؞ي ڔ  .Rژ٧ڀ ڂٯ
ٛ ڍڏڕٟؾڤڬ   عٚ ذڕٟؾڤ ڔڤث ڔڃٯٸ ڟ٘ڞ ثڍڈ xOy ثٙڂڕڢ Rَڱن  zڣ  z R   
ڟٜح  چٚ عٚ ڔ ؈ڶ ٕثئ 0 ; 0 ; z   ڟٚح ٮڤڋ ڣ rژ٧ڀ ڂٯ M  ڔٸOM R. 

Oڍٖڭښح فڶ ثلملڏن ثڍڃحئږ  M  :22 2
zr R     2ڣڔښڢ 2 2r R z  . 

ڞٜإٗڗ ڔٟحَغ ثڍڃ٥ٚ ثڍ٘ڬ  چٚ ڞٚ ٮڤڋ ڣ  ڔ ؈ڶ: Rژ٧ڀ ڂٯ   2 2S z R z  

ڣژُٟظ ثلحجږ ڇح ڭۺڶ :      2 2
R R

R R

V S z dz R z dz
 

    :ڣ ذحڍؾح۸ڶ 

2 3 3 3 3 31 1 1

3 3 3

R

R

V R z z R R R R 


      
     
       

         34ڣ ڔښڢ

3
V R ٖع ثلحجڤړ  ڣَ

ثٙٞڢ  (2 ثڙڵ ثڍ٘ڬ  ڣٚ٭ ثڍٖڣٙ ڟٚڜ أڗ حجږ ثلمٓ ؼٙٿحٶڢ   Oذ ڞٚ  ٮڤڋ  ڣ  hڣث 21 ڟڤ  Rژ٧ڀ ڂٯ

3
V R h  

 الحل :
ٚ ثڍڃ٥ٚ  ٮڤڋ  rڍڱڈڜ   ژ٧ڀ ڂٯ

rڍڲ٠ حڍٖڭښح َٟظ ڔيڇڟښغ ٮ z

R h
  ڣڔښڢR z

r
h

  

؈ڶ   zڣڔښڢ ڔٟحَغ ثڍڃ٥ٚ ذٖلاڍغ  
2 2

2 2

2

Rz R
S z r z

h h
       

 
 

ڣٚ٭     ڣگډڤڗ حجږ ثلمٓ

 
2 2 3 2 3

2 2

2 2 2

0 0 0

0 1

3 3 3 3

h
h h R R z R h

V S z dz z dz R h
h h h

                              
   
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 و التكامل  حول الدوال الأصلية تمارين محلولة

 ڍڏٖڣثڋ ثڍؾحڍڱغ:  ٶۺګ   fثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغ  Fأَٟظ :  01التمرين رقم 
 

  1)    4 3 210 8 3 4 17f x x x x x       2  ،    ٶۺګ ثلميحڋ)   
3 24 2 5

3

x x
f x

  ٶۺګ ثلميحڋ      ، 

  3)   2cos 4sin 3f x x x    4  ،       ٶۺګ ثلميحڋ)   3 4

1 5
3f x

x x
   0ٶۺګ ثلميحڋ ,   

   5)   1
2 3

2
f x x

x
   0ٶۺګ ثلميحڋ ,   

'الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 02التمرين رقم 
n

u u : أَٟظ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ٶۺګ ثلميحڋI  : ڍډڑ ڔڜ 

      1 )   322 1f x x x       ،I                  ،2 )   43 3 1f x x      ،I  

      3  )   22 3 2f x x x            ،I               ،4)    32 3

7

x
f x


         ،I  

      5 )   32x xf x e e      ،I                   ،6)    3
2 2

2
x x

f x e e
          ،I   

      7)   21
(ln )f x x

x
        ،0;I              ،8)     2

ln 1
3

1
xf x

x
  


        ،1;I     

      9 )  22cos sinf x x x      ،I           

'الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 03التمرين رقم 
n

u

u
 ڍډڑ ڔڜ :  Iأَٟظ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ٶۺګ ثلميحڋ : 

        1)   
 3

1

1
f x

x



       ،1;I                        2)   

 3
7

2 1
f x

x



        ،1

;
2

I
 
 
 

   

 

        3)    2

1

(ln )
f x

x x
      ،1;I                        4)   2

2

(1 )

x

x

e
f x

e



      ،I  

 
       5)      3

cos

sin

x
f x

x
        0؛;I     

     

u'الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 04التمرين رقم 

u
 ڍډڑ ڔڜ :  Iأَٟظ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ٶۺګ ثلميحڋ : 

      1)   1

2
f x

x



I;2؛                           2 )  

2

1

2

x
f x

x x




2I;؛        

      3)   2

3 1

x

x

e
f x

e



  ،I                           4)   cos

sin 1

x
f x

x



      ،I  

      5)   1

ln
f x

x x
  ،1;I     

 

u'الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 05رقم التمرين 

u
 ڍډڑ ڔڜ :  Iأَٟظ ثڍٖڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ٶۺګ ثلميحڋ : 
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  1   )  1

2
f x

x



I;2؛                              2)    2 3

x
f x

x



I؛                

  3)   
1

x

x

e
f x

e



I؛                                   4)      cos

sin

x
f x

x
           0؛;I    

   
 :Iثڍٖڣثڋ ثڍؾحڍڱغ ٶۺګ ثلميحڋ ثلمٷٯڪڣثڋ ثلأ٦ڏڱغ ڍډڑ ڔڜ ٖأَٟظ ثڍ:  06التمرين رقم 

1 3

2 3

2 5
( ) 2 4f x x x

x x
     ڔٸ  0 ;I   . 

2    4( ) 2 1f x x  ڔٸ I  . 

3 
 2

1
( )

3 2
f x

x



ڔٸ    0 ;I   .  

4 
2 3

2 1
( )

( 2)

x
f x

x x




 
Iڔٸ     . 

  : 07التمرين رقم  

پٚغ ٶۺګ  fڍؾڈڜ  ثڍٖثڍغ ثلمٷ 0 ;    : ذـ
 

3 2

2

2 3
( )

1

x x x
f x

x

  



 . 

1  ڗ ثلأٶٖثٕ ثلحڃڱڃڱغ َّ ڔڜ ثلميحڋ  xَڃڱڃڵ ٶٖٕ ذُڱن ڔڜ ثوڑ ڇڑ   cڣ   a  ،bٶ 0 ;   : 

 2
( )

1

c
f x ax b

x
  


 . 

2  ثٞؾڛؾٌ ثڍٖثڍغ ثلأ٦ڏڱغF  ڍڏٖثڍغf  ٶۺګ ثلميحڋ 0 ;  . 
   

 أَٟظ: 08رقم التمرين 
2

1

lne x
A dx

x
     ،   

0

2

2

1

2 5

x
B dx

x x




   

 
 : 09التمرين رقم 

پٚغ ٶۺګ   fڙٷؾيڇ ثڍٖثڍغ  چڕح ڭۺڶ :  ثلمٷ ( ) ln 1
x x

f x e e
    : ٽٚ ثڍؾډحڔڑ ثڍؾح۸ڶ ڣڙٷ

ln 2

0

( )I f x dx   

)،  xذَڗ أژڢ ڔڜ أوڑ ڇڑ ٶٖٕ َڃڱڃڵ  (1 ) 0f x    ٙع  . Iڣثٞؾڛؾٌ إ٢ح

ذُڱن   bڣ  aٶَڗ ثڍٷٖٕڭڜ ثلحڃڱڃڱَڗ  (2
1 1

x

x x

e b
a

e e
 

 
 . 

أَٟظ   (3
ln 2

0

1

1
x

A dx
e


   قږ

ln 2

0

'( )B f x dx   

)أَٟظ  (4 ) '( )f x f x   قږ ثٞؾڛؾٌ ڂڱڕغ ثڍؾډحڔڑI . 

  : 10التمرين رقم 

ٺَڇ ڔٷٖڣړ پإڗ   xذُڱن ڔڜ أوڑ ڇڑ ٶٖٕ َڃڱڃڵ  bڣ  aأڣوٖ ثڍٷٖٕڭڜ ثلحڃڱڃڱَڗ  (1 2 2

1

1 1

a bx

x x x x
 

 
 . 
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ئٜغ أَٟظ  (2 ذحٞؾٷڕحڋ ثلمډحڔڏغ ذحڍؾي
 

2

2
2

1

ln

1

x x
dx

x 
  

 
 

 : 11التمرين رقم 

 أَٟظ
3

4

tan xd x




  

 : 12التمرين رقم 

پٚغ ٶۺګ fڙٷؾيڇ ثڍٖثڍغ  چڕح ڭۺڶ:  ثلمٷ  2 2xf x x e 

پٚغ ٶۺګ  Fؼډڤڗ ثڍٖثڍغ  َ؞ى bڣ   aٶَڗ ثڍٷٖٕڭڜ ثلحڃڱڃڱَڗ  (1  2ذـ ثلمٷ 2( ) ( ) xF x ax bx c e    أ٦ڏڱغ ڍڏٖثڍغf ٶۺګ

أَٟظ  ( 2
1

0

( )f x dx 

  : 13التمرين رقم 

ثَٟظ ثڍؾډحڔڑ (1
1

1 2
0
1

x
I dx

x


 

ڍڱڈڜ   (2
1 3

2 2
0
1

x
I dx

x


  ثَٟظ
1 2

I I قږ ثٞؾڛؾٌ ڂڱڕغ
2

I .   

  : 14التمرين رقم 

ژ٫ٸ 
2

2

0

cosA x x dx



     ڣ
2

2

0

sinB x x dx



  . 

Aأَٟظ  (1 B . 

ئٜغ   (2 Aأَٟظ ذحٞؾٷڕحڋ ثلمډحڔڏغ ذحڍؾي B . 

 . Bڣ   A( ڂڱڕغ چلا ڔڜ 2( ڣ 1ثٞؾڛؾٌ ڔڜ  (3

   : 15التمرين رقم 

ئٜغ  أَٟظ :  ذحٞؾٷڕحڋ ثلمډحڔڏغ ذحڍؾي
0

sinA x xdx


       ،
1

ln
e

B t dt       ، 
0

1

2 1
x

C x e dx




  . 
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