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► 2ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ا٬تٱػڀـــــــٳ ◄

𝑓(𝑥) بـ: ℝا٬ٱٙػ٠ة ٘٭ٽ  ٩𝑓ٳ ا٬طا٬ة ٬ت = ln(2𝑒2𝑥 + 1𝑒𝑥 + 2 ) 

;𝑜)تٱثځ٭ٹا ا٬بځاٴٿ ٠ٿ ٰفتٻِ ٰٵفٻب إ٬ٽ ا٬ٱٙ٭ٯ ا٬ٱتٙاٰط ا٬ٱتحاٴؿ  (𝐶𝑓) ٺٴفٱٿ  𝑖, 𝑗) . 
 ٸٵطـځا. ثٯ ٠فػ ا٬ٵتځحة ، 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞[𝑓(𝑥)]أ/ اذفب  (1

 ب/بځٳ أٲ:

𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln 2 + ln(1 + 12 𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 ) 

 .𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥)]تٵتج ج/ اـت

ثٯ ل٫٩ جطٺ٪ تٝځػاتٹا. 𝑓اضغؾ اتحاٶ تٝځػ ا٬طا٬ة  (2
 ڀّ٭ب تٙځځٳ ٰٙاض٬تٷ. ∞+بحٻاغ  (𝐷)ڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٰائ٫  (𝐶𝑓) بځٳ أٲ ا٬ٱٵرٵٿ  /أ(3

 . (𝐶𝑓) ٺ ا٬ٱٵرٵٿ  (𝐷)ٵفبٿ بځٳ ا٬ٱفت٥ځٯ ٗ ا٬ضغؾ ا٬ٻٌب/ ا

. (𝐶𝑓) تٵتٱٿ إ٬ٽ  (𝐶𝑓) ا٬ٱٵرٵٽ ٥ٰاغبٿ ّة ت٥اِٗ ٥ٴ ωبځٳ أٲ  (4
٘ٵط ا٬ٱبطأ. (𝑇)ا٨تب ٰٙاض٬ة ٬٭ٱٱاؾ  (5
(𝐶𝑓) ٺ  (𝑇)،  (𝐷)ٰث٫ بځاٴځا ٨ډ ٰٳ (6
7) 𝑚 ذځث:  ٺـځُ ذ٥ځ٥ٿ𝑚 > 0 .

𝑥 :ذځث (𝐸) ذ٭ٻ٪ ا٬ٱٙاض٬ة٘طض  𝑚ٴا٤ك بځاٴځا ذفب ٤ځٯ  − ln( 2𝑒2𝑥 + 1𝑚𝑒𝑥 + 2𝑚) = 0… (𝐸) 
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 ► 3ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

 ا٬تٱػڀـــٳذ٫  ◄

 

 

 : 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞[𝑓(𝑥)] ذفابأ/  (1

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞[𝑓(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞ [ln(2 𝑒2𝑥⏞0 + 1𝑒𝑥⏟0 + 2 )] 
= ln (12) = − ln2 

𝑦ٰٙاض٬تٷ  ∞−ڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب أ٥٠ٿ بحٻاغ  (𝐶𝑓)  ا٬ت١فځػ ا٬ٹٵطـٿ: - = − ln2 

𝑓(𝑥) أٲ:تبځځٳ  ب/ = 𝑥 + ln 2 + ln (1+12𝑒−2𝑥1+2𝑒−𝑥) : 

𝑓(𝑥) = ln(2𝑒2𝑥 + 1𝑒𝑥 + 2 ) 

= ln(2𝑒2𝑥 (1 + 12𝑒2𝑥)𝑒𝑥 (1 + 2𝑒𝑥) ) 

= ln(2𝑒2𝑥𝑒𝑥 ) + ln(1 + 12𝑒2𝑥1 + 2𝑒𝑥 ) 

= ln(2𝑒𝑥) + ln(1 + 12 𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 ) 

= ln2 + 𝑥 + ln(1 + 12 𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 ) 

 :𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥)]ج اج/ اـتتٵت

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥)] =  𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ [  
  ln 2 + 𝑥⏟+∞ + ln(1 + 12 𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 )⏟          0 ]  

  
 

= +∞ 

 :ا٫ جطٺ٪ تٝځػاتٹځم٩ٺت 𝑓اتحاٶ تٝځػ ا٬طا٬ة  ضغاـة (2

 : 𝑓′(𝑥) ضغاـة -
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►4ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

𝑓′(𝑥) = (4𝑒2𝑥(𝑒𝑥 + 2) − 𝑒𝑥(2𝑒2𝑥 + 1)(𝑒𝑥 + 2)2 )(2𝑒2𝑥 + 1𝑒𝑥 + 2 )= 4𝑒2𝑥(𝑒𝑥 + 2) − 𝑒𝑥(2𝑒2𝑥 + 1)(𝑒𝑥 + 2)(2𝑒2𝑥 + 1)= 4𝑒3𝑥 + 8𝑒2𝑥 − 2𝑒3𝑥 − 𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 2)(2𝑒2𝑥 + 1)= 𝑒𝑥(2𝑒2𝑥 + 8𝑒𝑥 − 1)(𝑒𝑥 + 2)(2𝑒2𝑥 + 1)
} ٬طڀٵا: 𝑒𝑥 > 0𝑒𝑥 + 2 > 02𝑒2𝑥 + 1 > 0 

2𝑒2𝑥)ٰٳ إلاغة  𝑓′(𝑥)ٺٰٵٷ إلاغة  + 8𝑒𝑥 − 1) : 2𝑒2𝑥 + 8𝑒𝑥 − 1 = 0 

𝑒𝑥ٴٍٗ  = 𝑡   أپ𝑥 = ln 𝑡 
2𝑡2 :ٵحط٠ + 8𝑡 − 1 = 0 

Δ ٬طڀٵا: = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 64 − 4(2)(−1) = 72 = (6√2)2
Δ ٬طڀٵا: >  ٺٰٵٷ: 0

{
𝑡1 = −8 + 6√24 = −2 + 32√2𝑡2 = −8 + 6√24 = −2 − 32√2⇒ {𝑥1 = ln 𝑡1 = ln (−2 + 32√2)𝑥2 = ln 𝑡2 ( ٜځػ ٰٱ٩ٳ)

٬𝑓(0)طڀٵا أڀٍا ٺ =  ٺٰٵٷ: 0
 جطٺ٪ ا٬تٝځػات: -
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 ► 5ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

+∞ 0 ln (−2 + 32√2)  −∞ 𝑥 + + 0 − 𝑓′(𝑥) +∞     − ln 2 𝑓(𝑥) 
 0    
   𝑓 (ln (−2 + 32√2))   

 :ڀّ٭ب تٙځځٳ ٰٙاض٬تٷ ∞+ٻاغ بح (𝐷)ڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٰائ٫  (𝐶𝑓) أٲ ا٬ٱٵرٵٿ  ځٳتبځأ/  (3

 
𝑓(𝑥)  ا:٬طڀٵ = ln(2𝑒2𝑥 + 1𝑒𝑥 + 2 ) 

= 𝑥 + ln2 + ln(1 + 12 𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 ) = 𝑦 + 𝜑(𝑥) 
 ذځث:

{  
  𝜑(𝑥) = ln(1 + 12 𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 )𝑦 = 𝑥 + ln2  

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝜑(𝑥)] طڀٵا:٬ٺ = 0 

𝑦 ٬ٱٙاض٬ةٺٰٵٷ ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ ا = 𝑥 + ln  .∞+بحٻاغ  (𝐶𝑓) ٥ٰاغب ٰائ٫ ٬ـ  2
 : (𝐶𝑓) ٺ  (𝐷)بځٳ  ة ا٬ٻٌٗ ا٬ٵفبٿضغاـب/  

𝑓(𝑥) ا١٬ػ٢ إلاغةٴطغؾ  - − 𝑦 : 

𝑓(𝑥) − 𝑦 = 0 ⇒ ln(1 + 12 𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 ) = 0 

𝑓(𝑥) ٘٭ٽ ا٬م٫٩: 𝑓٘باغة ضا٬ة  إظا اـتّٙٵا ٨تابة = 𝑦 + 𝜑(𝑥) 
𝑙𝑖𝑚𝑥→±∞[𝜑(𝑥)] ذځث: = 0 

 ٫𝑦 ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٰائ٫ ٰٙاض٬تٷ ڀ٥ب (𝐶𝑓) ٠إٲ 
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 ► 6ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

⇒ 1+ 12𝑒−2𝑥1 + 2𝑒−𝑥 = 1 ⇒ 1+ 12𝑒−2𝑥 = 1 + 2𝑒−𝑥 ⇒ 12𝑒−2𝑥 − 2𝑒−𝑥 = 0 ⇒ 𝑒−𝑥 (12 𝑒−𝑥 − 2) = 0 ⇒ 12𝑒−𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑒−𝑥 = 4 ⇒ −𝑥 = ln 4 ⇒ 𝑥 = − ln4 

𝑥 ٬طڀٵا: > − ln4 ⇒ −𝑥 < ln4 ⇒ 𝑒−𝑥 < 4 ⇒ 12𝑒−𝑥 < 2 ⇒ 12𝑒−𝑥 − 2 < 0 ⇒ 𝑒−𝑥 (12 𝑒−𝑥 − 2) < 0 ⇒ 12𝑒−2𝑥 − 2𝑒−𝑥 < 0 ⇒ 12𝑒−𝑥 + 1 < 2𝑒−𝑥 + 1 

2𝑒−𝑥 :٬طڀٵا + 1 >  ڀٱ٩ٳ ا٥٬فٱة ٘٭ځٷ   0

⇒ 12𝑒−𝑥 + 12𝑒−𝑥 + 1 < 1 

⇒ ln(12 𝑒−𝑥 + 12𝑒−𝑥 + 1) < 0 

𝑥 ٺٰٵٷ ٬ٱا > − ln 4  :𝑓(𝑥) − 𝑦 < 0 
𝑥 ٬ٱاأٴٷ  حطبٵ١ؿ ا٬ّػڀ٥ة ٴ < − ln 4  :𝑓(𝑥) − 𝑦 > 0 

− ∞+ ٺٰٵٷ: ln4 −∞ 𝑥 − 0 + 𝑓(𝑥) − 𝑦 
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► 7ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ځة:ا٬ٻٌٙ -
•  (𝐶𝑓)  ٠ٻ٢(𝐷)  ٬ٱا𝑥 ∈ ]−∞;− ln 4[. 

• (𝐶𝑓) ّٗڀ٥ (𝐷) ڈذطاثځات: ٠ٿ ا٬ٵ٥ّة ظات ا(− ln 4 ; − ln 2) 
• (𝐶𝑓) ترت (𝐷)  ٬ٱا𝑥 ∈ ]− ln 4 ;+∞[. 

-(𝐶𝑓)  أپ إ٬ٽ  -ځٷ تٵتٱٿ إ٬ (𝐶𝑓)  ٿٱٵرٵ٬٭ا٬ٱفت٥ځٱځٳ ا٬ٱ٥اغبځٳ أٲ ٴ٥ّة ت٥اِٗ  تبځځٳ (4
𝑦ٱٙاض٬ة ٺ ا٬ظ (𝐷) ا٬ٱائ٫ ا٬ٱ٥اغبِٗ ا٬ٱفت٥ځٯ ٥ّة ت٥ارطض أٺڈ ٴٴ = 𝑥 + ln2  ٰٗ ٥٠ٿاڄا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٥اغب 

𝑦ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة  = − ln2 . 
𝑦} ٬طڀٵا: = 𝑥 + ln 2𝑦 = − ln2 ⇒ {𝑥 = −2 ln 2 = − ln4𝑦 = − ln 2

−)𝜔ِٗ ا٬ٱفت٥ځٱځٳ ا٬ٱ٥اغبځٳ ٸٿ اٺٰٵٷ ٴ٥ّة ت٥ ln 4 ;− ln 2) 
−)𝑓ٺ٬طڀٵا:  ln 4) = − ln 𝜔ٺٰٵٷ  2 ∈  (𝐶𝑓) 

:٬ٱبطأ٘ٵط ا (𝑇)ٰٙاض٬ة ٬٭ٱٱاؾ  ة٨تاب (5
:(𝑇) ٬طڀٵا: 𝑦 = 𝑓′(0)(𝑥 − 0) + 𝑓(0) = 𝑥 

𝑦ٺٰٵٷ ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة  = 𝑥  ٰٱاؾ ٬٭ٱٵرٵٿ (𝐶𝑓) ٘ٱبطأ.ٵط ا٬ 
 ا٬بځاٴٿ: ا٬تٱثځ٫ (6

 ٰٙ٭ٯ ٰتٙاٰط ٺٰتحاٴؿ:٘٭ٽ  شّٻات ا٬تٱثځ٫

𝑦 :ا٬ٙٱٻضپ ا٬ٱ٥اغب ا٬ٱفت٥ځٯٴػـٯ  • = − ln2 

 (𝐷)ا٬ٱفت٥ځٯ ا٬ٱ٥اغب ا٬ٱائ٫ ٴػـٯ  •

 اغبة.ا٬ٱفت٥ځٱات ا٬ٱ٥ ِٗت٥اٴ٥ّة  𝜔ٳ ٙځّٴ •

 . (𝑇) ا٬ٱٱاؾٴػـٯ  •

(𝐶𝑓) ٴػـٯ  𝑓ا٬طا٬ة  باـتٙٱا٪ جطٺ٪ تٝځػاتثٯ  •
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 ► 8ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

 
 ا٬ٱٵا٤مة ا٬بځاٴځة: (7

𝑥 ٬طڀٵا: − ln( 2𝑒2𝑥 + 1𝑚𝑒𝑥 + 2𝑚) = 0 

⇒ 𝑥 = ln(1𝑚 2𝑒2𝑥 + 1𝑒𝑥 + 2 ) 

⇒ 𝑥 = ln (1𝑚) + ln(2𝑒2𝑥 + 1𝑒𝑥 + 2 ) ⇒ 𝑥 = − ln𝑚 + 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln𝑚 

𝑦𝑚 ت٥ځٱات ظات ا٬ٱٙاض٬ةا٬ٱفٰٗ  (𝐶𝑓) ا٬ٱٵرٵٿ ٠ٻاو٫ ٴ٥ُ ت٥اِٗ  ٿٸ (𝐸)ٱٙاض٬ة ذ٭ٻ٪ ا٬ ٲاظ = 𝑥 + ln𝑚 

 ٵٷ:ٺٰ

ln𝑚 ٬ٱا < 𝑚 أپ 0 <  ذ٭ٻ٪ ا٬ٱٙاض٬ة ڈ ت٥ب٫ 1

ln𝑚 ٬ٱا = 𝑚 أپ 0 =  ٬ٟ٘٭ٱٙاض٬ة ذ٫ ٍٰا 1
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► 9ا٬ى١رة 
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ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

0 ٬ٱا < ln𝑚 < ln 1 أپ 2 < 𝑚 <  ٲ٬٭ٱٙاض٬ة ذډ 2

ln𝑚 ٬ٱا = ln 𝑚 أپ 2 =  ٬ٟ٘٭ٱٙاض٬ة ذ٫ ٍٰا 2

ln𝑚 ٬ٱا > ln 𝑚 أپ 2 >  ذ٫ ٺذځط٬٭ٱٙاض٬ة  2

►٠ځ٣ ٠ٿ لٹاضة ا٬ب٩ا٬ٻغڀا با٬تٻ ◄
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