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► 2ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠4ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ا٬تٱػڀـــــــٳ ◄

A (𝑢𝑛)  ا٬ٱتتا٬ځة ا٬ٙطضڀة ا٬ٱٙػ٠ة ٘٭ٽℕ :٨ٱا ڀ٭ٿ

{ 𝑢0 = 1𝑢𝑛+1 = 4𝑢𝑛1 + 𝑢𝑛
a اذفب 𝑢1  ٺ𝑢2.

b  أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ بػٸٳ𝑛: 0 < 𝑢𝑛 < 3
B  ٬ت٩ٳ(𝑣𝑛)  ٭ٽ ٘ا٬ٱتتا٬ځة ا٬ٱُٙػ٠ةℕ :بـ𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛

a  بځٳ أٲ(𝑣𝑛) 14ٰتتا٬ځة ٸٵطـځة أـاـٹا
b  ا٨تب(𝑣𝑛)  بطڈ٬ة𝑛  ، ثٯ اـتٵتج(𝑢𝑛)  بطڈ٬ة𝑛 .
c  اذفب ٴٹاڀة ا٬ٱتتا٬ځة(𝑢𝑛) .
C (𝑤𝑛)  ا٬ٱٙػ٠ة  ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ ا٬ٱتتا٬ځة𝑛 :بـ𝑤𝑛 = 3𝑢𝑛

𝑆𝑛 ٴٍٗ: = 𝑤0 + 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛 

a  اثبت أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ𝑛  :  𝑤𝑛 = 1 − 𝑣𝑛
b  بځٳ أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ𝑛 : 𝑆𝑛 = 𝑛 + 1 + 83 [1 − (14)𝑛+1] 

c  اذفب lim𝑛→+∞ [𝑆𝑛 𝑛⁄ ] .
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► 3ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠4ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ا٬تٱػڀـــٳذ٫  ◄

A

a  ذفاب𝑢1  ٺ𝑢2:𝑢0+1 = 4𝑢01 + 𝑢0 ⇒ 𝑢1 = 42⇒ 𝑢1 = 2𝑢1+1 = 4𝑢11 + 𝑢1 ⇒ 𝑢1 = 4 × 21 + 2⇒ 𝑢1 = 83
b ج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ أٴٷ ٰٳ أ با٬تػاجٗ ا٬بػٸاٲ𝑛: 0 < 𝑢𝑛 < 3:

𝑛ٰٳ أج٫  • = ٬:0طڀٵا 0 < 1 < 3 ⇒ 0 < 𝑢0 < 3 … (∗)
٥𝑛ة ٰٳ أج٫ ٥ا٬صاوځة ٰر = 0

0 ١ػي أٲٴ • < 𝑢𝑛 < 0 أٲورځرة ٺٴثبت  3 < 𝑢𝑛+1 < 3:
𝑢𝑛+1 ٬طڀٵا: = 4𝑢𝑛1 + 𝑢𝑛= 4𝑢𝑛 + 4 − 41 + 𝑢𝑛= 4(𝑢𝑛 + 1)1 + 𝑢𝑛 − 41 + 𝑢𝑛= 4 − 41 + 𝑢𝑛

0 ٺ٬طڀٵا: < 𝑢𝑛 < 3 ⇒ 1 < 1 + 𝑢𝑛 < 4 ⇒ 14 < 11 + 𝑢𝑛 < 1 ⇒ 1 < 41 + 𝑢𝑛 < 4 ⇒ −4 < − 41 + 𝑢𝑛 < −1⇒ 0 < 4 − 41 + 𝑢𝑛 < 3 
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► 4ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠4ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

⇒ 0 < 𝑢𝑛+1 < 3 … (∗∗)
0 ٴحط أٲ: (∗∗)ٺ  (∗)ٰٳ ب ا٬بػٸاٲ با٬تػاجٗ ذف < 𝑢𝑛 < 3

B

a أٲ  تبځځٳ(𝑣𝑛) 14ٰتتا٬ځة ٸٵطـځة أـاـٹا:𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 3𝑢𝑛+1= 4𝑢𝑛1 + 𝑢𝑛 − 34𝑢𝑛1 + 𝑢𝑛= 4𝑢𝑛 − 3 − 3𝑢𝑛4𝑢𝑛= 𝑢𝑛 − 34𝑢𝑛= 14 (𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛 ) = 14 𝑣𝑛 

𝑣0 ٺ٬طڀٵا: = 𝑢0 − 3𝑢0= 1 − 31= −2 
 2−ٺذطٸا اڄٺ٪  14أـاـٹا  ٸٵطـځةٰتتا٬ځة  (𝑣𝑛)ٺٰٵٷ 

b ٨تابة (𝑣𝑛)  بطڈ٬ة𝑛  ثٯ اـتٵتج(𝑢𝑛) ٬ة بطڈ𝑛 :𝑣𝑛 = −2 (14)𝑛
𝑣𝑛 ٺ٬طڀٵا: = 𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛 ⇒ 𝑣𝑛𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 = −3⇒ 𝑢𝑛(𝑣𝑛 − 1) = −3⇒ 𝑢𝑛 = −3𝑣𝑛 − 1⇒ 𝑢𝑛 = 31 − 𝑣𝑛
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► 5ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠4ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

⇒ 𝑢𝑛 = 31 + 2 (14)𝑛
c ٴٹاڀة ا٬ٱتتا٬ځة  ذفاب(𝑢𝑛) :

𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞(𝑢𝑛) = 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞ (𝑢𝑛 = 31 + 2 (14)𝑛) 

= 31 + 2(0)= 3  

C

a ت أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ ااثب𝑛  :𝑤𝑛 = 1 − 𝑣𝑛 : 𝑤𝑛 = 3𝑢𝑛= 331 − 𝑣𝑛= 3 × 1 − 𝑣𝑛3= 1 − 𝑣𝑛  

b أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ  تبځځٳ𝑛  ،𝑆𝑛 = 𝑛 + 1 + 83 [1 − (14)𝑛+1] : 𝑆𝑛 = 𝑤0 + 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛 = 1 − 𝑣0 + 1 − 𝑣1 + ⋯ + 1 − 𝑣𝑛 = 1(𝑛 + 1) − (𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛) 

= 𝑛 + 1 + 2 (1 − (14)𝑛+1
1 − 14 ) 

= 𝑛 + 1 + 2 (1 − (14)𝑛+134 ) 

= 𝑛 + 1 + 83 (1 − (14)𝑛+1)
c ذفاب  lim𝑛→+∞ [𝑆𝑛 𝑛⁄ ] :
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► 6ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠4ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

lim𝑛→+∞ [𝑆𝑛 𝑛⁄ ] = lim𝑛→+∞ [
𝑛 + 1 + 83 (1 − (14)𝑛+1)𝑛 ]= lim𝑛→+∞ [1 + 1𝑛 + 83𝑛 (1 − (14)𝑛+1)] = 1

►با٬تٻ٠ځ٣ ٠ٿ لٹاضة ا٬ب٩ا٬ٻغڀا  ◄
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