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عىذ حذَد مجمُعح  fفي كم حانح أحضة وٍاياخ انذانح        
 .fذعشيفٍا َ عيه انمضرقيماخ انمقاستح نمىحىّ انذانح 

 1)x² 2x 15
f (x)

x² 2x 3

 


 
َانمعشفح عهّ  1;3  

2)
3x 2x²

f (x)
x² 1





َانمعشفح عهّ  1;1  

3) 4x 5
f (x)

x² x

 



َانمعشفح عهّ  0;1 

4) x² 4x 5
f (x)

(x 1)²

 



َانمعشفح عهّ  1  

 .طشيقح مىاصثح تاصرعمالاحضة انىٍاياخ انرانيح       

 1)
3

x 1

x 1
lim

x 1




  ،2 )
x

x x
lim

x 1 
 ،3 )

x 0

cosx 1
lim

x

 

  4) 
x
lim( x² 1 2x)


   ،5) 
x
lim(x x² 1)


  

في انشكم الآذي ،انمىحّ        C ٌُانرمثيم انثياوي نهذانحf  

      

x

y

 
 ( تقشاءج تياويح ، عيّه :1
 Dعىذ أطشاف  f.ثم وٍاياخ fنهذانح  Dأ(مجمُعح انرعشيف 

ب(انمضرقيماخ انمقاستح نـ C .َمعادلاذٍا 
جـ(انُضع انىضثي نـ Cتانىضثح نمضرقيمً انمقاسب انمائم 

 . f(x)ٌـ(إشاسج 
2 )g  :دانح معشفح تـg(x) f (x)  

ٌي: g أ(تيه أن مجمُعح ذعشيف  1;  
 ذَعى -1عىذ  gب(أَجذ وٍايح 

 . g. ثم أعط إذجاي ذغيشانذانح  g(0)أحضة   جـ(
      f:دانح عذديح جذَل ذغيشاذٍا انراني 

         0            1-            2-         x 

             +0       -       -      0     + f'(x) 

                
2 

-2 
                 

 
f(x) 

 

ذكرة عهّ انشكم:  f(x) وفشض أن
c

f (x) ax b
x 1

  


 أعذاد حقيقيح. a ، b  ،cحيث 

fاحضة ( 1 '(x) تذلانح a   ،c  
 :f(اعرمادا عهّ جذَل انرغيشاخ نهذانح 2
  a   ،b  ،c أ( عيه الأعذاد انحقيقيح  
ب(عيه 

x 1

lim f (x)


 َّ
x 1

lim f (x)


 َفضشانىريجريه تياويا.

) مىحىّأثثد أن ، في معهم ان (3 )  انممثم نهذانحf   يقثم
)مائم  مضرقيم مقاسب ):ًمعادنرy x 1   

)أدسس انُضع انىضثي نهمىحىّ -   )  َانمضرقيم( ).  
)إوشئ انمىحىّ  -  )  َانمضرقيم( ). 

   f fتـ  معشفح عهّ دانح   :  2f x x 2x 3   . 

يشمز 
f

C  في معهم إنّ ذمثيهٍا انثياوي O, i, j.    

احضة  -ا(1  
x
lim f x


ثم     
x
lim f x x 1


   . 

 .           تياويّاانثاويح فضّش انىريجح -تـ    
( احضة 2     

x
lim f x


 انه أوً يُجذ عذدان حقيقيّتيّ ،ثم

 aَb حيث 
x

f x
lim a

x
 ََ 

x
lim f x ax b


   ،مارا ذضرىرج؟ 

      fمعشفح عهّ دانح  ;  :تـ  3x cosx
f x

x




 
  

 (تيّه أن:1 3x 1 3x 1
f x

x x

 
 

 
 xمه جم كم

اصرىرج  
x
lim f (x)


 يجح تياويا.ثم فضش انىر

( تيه أن2
x

lim f (x)


  .ثم فضش انىريجح تياويا 

x كم (مه أجمأ-1  2x أن: تيه 3 3x 2x . 
2 حضاب اصرىرج( ب

x
lim( x 3x 4x)


   مضرخذما

 .وظشيّح انحذ مه الأعهّ
xمه أجم أ(-2   0 ، ْ29 تيه قاسنx x 1  َ3x. 

2 حضاب اصرىرجب(

x
lim ( 9x x 1 2x)


    مضرخذما

 .وظشيّح انحذ مه الأصفم
       f  3كثيشج حذَد معشفح تـ: دانحf (x) 2x 3x² 1   
 .عهّ  fرمشاسيح انذانح ( تشس اص1 
 .َعىذ  عىذ  f( احضة وٍايح 2 
 ثم شكم جذَل ذغيشاذٍا. f( ادسس اذجاي ذغيشاخ 3 
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( c )
f(أثثد أن انمعادنح 4  (x) 0ذقثم حلا َحيذا  مه انمجال

 1,6 fاشاسج x.ثم اصرىرج حضة قيم 1,7; (x). 

 .210صعرً  ( عيه حصشا نهعذد 5 
 تـ :  انمعشفح عهّ   fوعرثش انذانح       

        

 

1 1 x²
f x ; x 0

x

f 0

  
 


  

  . 

جذ(1
x 0
limf (x)


َ
x
lim f (x)


 انىريجح الأخيشج ٌىذصياثم فضش

  0مضرمشج عىذ  fحرّ ذكُن  عيه قيمح انعذد انحقيقي(2

      fّدانح معشفح عه 1;1:3 تـ 1
f (x) 4x 3x

2
   

f(1) ،f( أحضة1 (0) ،f ( 0.5)  ،f ( 1). 
f(أصرىرج عذد حهُل انمعادنح2 (x) 0. 
      fضرمشج َقاتهح نلإشرقاق عهّ كلا دانح  معشفح َم
مه ;2َ 2; :جذَال ذغيشاذٍا انراني 

        3               2           0       x 

 
0   

2 

                   4 
 

1 

f(x) 

 ذمثيهٍا انثياوي في معهم مرعامذ َمرجاوش.(C)َانيكه  

1عيّه وٍايح ،f، كم وٍايح نـ أ(فضش تياويا-1
f

x

 
 
 

 +.عىذ 

1يّه أنّ انمعادنح ب(ت
f (x)

2
  ّذقثم حلا َحيذا عه 2 ;3. 

  2- )g  ّدانح معشفح عه3: تانشكم 
1

g(x) ;x 2
f (x)

  َg(2) 0  

 . 2مضرمشج عىذ انعذد  gأ( تيّه أن    
 . ،َ3عىذ  gٍاياخ انذانح ب(عيه و  
 .gجـ( شكم جذَل ذغيشاخ انذانح   

مع انرعهيم. بخطأَإما  بصحيحأجة إما             
   I-  نركهf : انذانح انمعشفح تجذَل ذغيشاذٍا انراني 
 
 
 
 
)( انمعادنح 1  ) 1f x  .ذقثم حلا َاحذا 
)(  انمعادنح 2  ) 3f x   .ذقثم حلا َاحذا 
;0[(صُسج انمجال 3  0]ٌُ انمجال fتانذانح [4 ; [ 

     g معشفح عهّ دانح 2  ،
g

(C انرمثيم انثياوي في (
 (راني)انشكم انانمرجاوشرُِ انمىضُب انّ انمعهم انمرعامذانمض

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 :   بقراءة بيانية.0
                                                               gأ . شكم جذَل ذغيشاخ  
ب. 

 
0انري يكُن مه أجهٍا xعيه قيم  g(x) 1     

 xحضة قيم  g(x)جـ .حذد اشاسج   
4. f  انمعشفح عهّانذانح 2;   : تـf (x) g(x²) 

fأ. احضة   ( 2) َ 
x
lim f (x)


  

عهّ  fب. حذد اذجاي ذغيش انذانح   2;  
 ثم شكم جذَل ذغيشاذٍا  .        

جـ . اسصم انمىحىّ 
f

(C )   

      f {2}عهّمعشفح دانح:تـ 

x 1 2
;x 3

x 3f (x)
1 x

;x 3
x 2

  
  

  

  

 ( تيه أن:1
x
lim f (x) 0


 ثم فضش انىريجح تياويا 
f( احضة2  3عىذfأدسس اصرمشاس انذانح ثم  (3)

1(أثثد أن انمعادنح:2
f (x)

2
  ذقثم حلا َحيذا في

 فضش رنك ٌىذصيا.ثم  ]-1،  1انمجال[
      I - f3 تـ :عهّ دانح معشفحf (x) x 3x 5   
 ( مىحىاٌا انثياوي  C)َانيكه 

  عهّ  fذغيشاخ انذانح  أدسس (1
 ( يقطع حامم محُس انفُاصم في وقطح َحيذجC)( تيه أن2

حيث فاصهرٍا 3; 2    
  .عهّ   f(x)ىج إشاسج اصرىر(3
 . 10  2-إنّ  مقشب نهعذد( جذ حصشا 4

II-  نركه انذانحg   ّتـ:   َانمعشفح عه  

       4 21 3
g(x) x x 5x

4 2
    

 . عهّ  gأدسس ذغيشاخ انذانح ( 1   

3أ( أثثد أن  - 2     ( 5)
g( )

4

  
  

  g(x)،ثم اصرىرج عذد جزَس)g)نـجذ حصشاب(     
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 هوالتمثيل (المقابل (Cلمنحنى     
 المعرفة على  gعددية الالبياني للدالة 

المجال I 1;  بـ 
 3g(x) x 3x² 3x 1    
 تغيرات أ(بقراءة بيانية شكل جدول-2
 g(0,5)وإشارة g(0)وحدّد  gالدالة  

ب(علّل وجودعدد حقيقي 0;0,5 يحقق:g( ) 0  
 Iعلى المجالg(x) جـ(استنتج إشارة

2) f على المجال دالة معرّفة 1; بـ: 
3x 3x² 3x 2

f (x)
(x 1)²

  



)و ) تمثيلها البياني 

xل كل أ(تحقق أنه من أج I:
3

g(x)
f '(x)

(x 1)



 

ب(عين دون حساب
x

f (x) f ( )
lim

x

 


 وفسرالنتيجة بيانيا. 

جـ(جد  
x 1

lim f x


و 
x
lim[f x (x 1)]


  بيانيا فسرالنتيجتين 

 fد( شكل جدول تغيرات 
fأ(عين مدور ، 0,26(نأخذ:3 ( )10إلى

-2    
 

)المنحنىب(أرسم   ) .              8200 
     I) f  على المجال دالة معرّفة   I ; 1 1;0    بـ:

4
f (x) x

x 1
  


fو 

(C )     

 (مبين في الشكل)البياني تمثيلها  
 عند الحدود أحسب نهاياتأ(-1
 Iالمفتوحة لـ 

 دراسةدون  بقراءة بيانيةب(
 هاشكل جدول تغيراتfيراتجاه تغ 
 
2)g علىدالة معرّفة 0;بـ:  

4
g(x) x

x 1
 


و

g
(C  البياني تمثيلها (

 .عند  gأ(أحسب نهاية 
تحقق من أن ب(

g
(C )يقبل مستقيما مقاربا مائلا ( ) 

 يطلب تعيين معادلة له. عند   
 .gغيرات تجـ( أدرس 

II)k على دالة معرّفة 1 :4 بـ
k(x) x

x 1
 


  

أ(أحسب-1
h 0

k(h) k(0)
lim

h

،
h 0

k(h) k(0)
lim

h

ما ذا تستنتج ؟ 

 ب(أعط تفسيرا هندسيا لهذه النتيجة.

( أكتب معادلتي نصفي المماسين 2
1

( )و
2

( )  عند النقطة
التي فاصلتها 

0
x 0. 

( أرسم 3
1

( )و
2

( ) وk
(C )    2002 

       f على المجالدالة معرّفة 1; :2بـ
f (x) x

x 1
 


 f(C  في مستو منسوب لمعلم متعامد ومتجانس  fمنحنى (

 . f( أدرس تغيرات الدالة 1
f(C أ(بين أن-2 y:  (D)يقبل مقاربين أحدهما( x. 

)ب( ادرس الوضعية النسبية للمنحنى      )و(D). 
f(Cأ(بين أن المنحنى-3 لفواصل في نقطة يقطع محور ا (

وحيدة فاصلتها
0

x  حيث
0

1,3 x 1,4. 
)ب( أكتب معادلة ) مماسا للمنحنىf(C في نقطة تقاطع (

f(C  مع حامل محور التراتيب. (
)جـ(أرسم   )  وf(C  في نفس المعلم. (

4 )f على المجالدالة معرّفة 1; :بـg(x) f (x) 
g(Cواليكن    نفس المعلم. في gمنحنى الدالة (

g(Cأ(بين كيف يمكن إنشاء   f(Cانطلاقا من (  ثم أرسمه(
عدد واشارة  mب(ناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي 

x   :2g(x)حلول المعادلة ذات المجهول  m 
)المنحنىأرسم  )          2002 

         f1:بـعلىة دالة معرّف
f (x) x 1

x² 1

    
fو

(C  تمثيلها(

O)متعامد ومتجانس إلى معلم في المستوي  البياني     ;i ; j ). 
 دالة فردية.  f(بيّن أن 1

:xأنه من أجل كل اثبت(2
2

1
f '(x) 1

(x 1) x² 1
 

 
  

 .f(ادرس تغيرات الدالة 3
fلـ(T)للماس (اكتب معادلة4

(C  .0في النقطة ذات الفاصلة (
f(أدرس وضعية 5

(C fواستنتج أن(T)بالنسبة إلى(
(C ) 

   يقبل نقطة انعطاف يطلب تعيينها. 
fمقارب لـ y=x+1ذو المعادلة (D)(بيّن أن المستقيم6

(C ) 
 المستقيم المقارب الآخر('D)ثم استنتج معادلة+في جوار

fو ('D)و (D)(أرسم 7    
(C في المعلم السابق. (

8) g1:بـعلىة دالة معرّف
g(x) x 1

x² 1

    
 

 زوجية. gأ(بيّن أن الدالة 
fب(إنطلاقا من

(C أرسم (
g(C  في نفس المعلم السابق. (
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)ُحًُ انً( 1        )C  ًَفً انشكم انًٕانً ْٕ انرًثٍم انثٍا
يعشفح عهى fنذانح 0  فً انًضرٕي انًُضٕب إنى

,O;i)يرعايذ ٔ يرجاَش  j)انرشاذٍة ٔ انًضرقٍى انزي  ، يحٕس
yيعادنرّ:  1  يقاستاٌ نـ( )C. 

2 3 4 5-1-2-3-4-5-6
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y

 
 عُذ أطشاف يجًٕعح انرعشٌف.f(اقشأ تٍاٍَا َٓاٌاخ أ

f( حم تٍاٍَا كم يٍ :أ(ب (x) 1   )؛    بf (x) 1  

يعشفح تانذصرٕس : fَقثم أٌ  (2
x

x

xe 1
f (x)

e 1





 

xeأدسس اشاسج(أ 1  انًرشاجحح:*حم فًثىf (x) 1 . 

(ذحقق أٌ:ب
x

x

x e
f (x)

e 1






 


،ثى جذ يٍ جذٌذ 

x
lim f (x)


 

( تٍٍ أٌ حـ 
x
lim f (x) x 0


  ثى  فضش انُرٍجح تٍاٍَا ؟، 

     f   تانعثاسج:دانح يعشفح عهىxf (x) (x a)e b   
عذداٌ حقٍقٍاٌ ٔانٍكٍ  a ٔbحٍث 

fC ٕذًثٍهٓا انثٍاًَ فً يضر
;O;i)يُضٕب إنى يعهى يرعايذ ٔيرجاَش j)  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( تقشاءج تٍاٍَح نهًُحُى 1
fC: 

fأ( عٍٍ    ( 3) ،f (0) ،f '( 2) 

fإشاسج  xب(عٍٍ حضة قٍى    '(x) 
 ( عٍٍ يع انرثشٌش3( ، )2( ، )1(يٍ تٍٍ انًُحٍُاخ )2
 .fانًُحُى انًًثم نهذانح'    
 
 
 
 
 
 

        (1(                   )2(                    )3) 
xfأ(تٍٍ أٌ  -2 (x) (x 3)e 3   
 .fب(شكم جذٔل ذغٍشاخ انذانح    

ذقثم حلا ٔحٍذا f(x)=-2جـ(تٍٍ أٌ انًعادنح 1,50 ;1,52 

      f تـ*دانح يعشفح عهى:  
x

x

2e
f x

e 1



 

 .ذًثٍهٓا انثٍاًَ (C)ٔ انٍكٍ 

 تحٍث: ٔ(عٍٍّ انعذدٌٍ انحقٍق1ٍٍ 
x

f x
e 1


  


  

 .(C)يشكز ذُاظش نهًُحُى A(0;1)تٍٍ أٌ انُقطح ( 2
*عهىf(ادسس ذغٍشاخ 3

ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا عهى ،* 
خ يضرقًٍاخ ٌطهة ذعٍٍٍ  ٌقثم ثلا (C)( تٍٍّ أٌ انًُحُى4

 . (C)يعادلاذٓا ، ثى أسصى انًُحى 

 :تـ*دانح يعشفح عهى g( نركٍ 5 
x

x

2e
g x

e 1



 

أكرة  (أ  g x  تذلانح f x 
 (C)تاصرخذاو انًُحُى gانًًثم نهذانح  ('C)سصى انًُحُىأ ب( 
تحٍث ٌكٌٕ نهًعادنح  mتٍاٍَا قٍى انٕصٍط انحقٍقً عٍٍ جـ( 

x x(m 1) e 1 2e  .ٌحلّاٌ يرًاٌزا 
 :تـدانح يعشفح عهى f أ(       xf x (2x² 3x)e  

 ذًثٍهٓا انثٍاًَ  (C)ٔ انٍكٍ 
 .f( أدسس ذغٍشاخ انذانح 1
)( عٍٍ يعادنح انًًاس 2 ) 0عُذ انُقطح انرً فاصهرٓا . 
قطع حايم يحٕس انفٕاصم فً َقطرٍٍ ٌطهة ٌ (C)تٍٍّ أٌ ( 3

ذعٍٍٍ فاصهرًٓا ، ثى اصرُرج إشاسج  f x عهى   
)أسصى (4 ) ٔ(C) 2ل ]عهى انًجا ،[ 
xg(x)تـ:دانح يعشفح عهى g( ب (2x² ax b)e   
 ذًثٍهٓا انثٍاًَ ('C)ٔ انٍكٍ  

g'(x) تحٍث : aٔb (عٍٍ انعذدٌٍ انحقٍقٍٍٍ 1 f (x) 

 g،ثى شكم جذٔل ذغٍشا خ عُذg أحضة َٓاٌاخ( 2 
 ٌقثم َقطرً اَعطاف ٌطهة ذعًٍٍُٓا   ('C)أٌ انًُحُى تٍٍ (3

03 

04 

06 

2 3 4-1-2-3

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 

0 1

1

x

y

 

0 1

1

x

y

 
0 1

1

x

y
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;o)انًضرٕي يزٔد تًعهى يرعايذ ٔيرجاَش      i ; j). 
I )h  تانشكم :  يعشفح عهى دانحxh(x) e x 2    
 .عهى  h(ادسس اذجاِ ذغٍشاخ انذانح 1 
h(x)ثى اصرُرج اٌh(0)(احضة2  3يٍ اجم كمx  

II )f  تـعهىيعشّفح:xf (x) e (x 1) x 1    
 ٔ( ) ًَذًثٍهٓا انثٍا 

تشٍْ أٌ: (1
x
lim f (x)


     ثى احضة
x
lim f (x)


 

تٍٍ أٌ  
x
lim f (x) (x 1) 0


   ثى فضش انُرٍجح تٍاٍَا 

xf:تٍٍ أٌ(2 '(x) e .h(x)  ٔاسصى جذٔل انذانحf. 

fتٍٍ أٌ انًعادنح (3 (x) 0 ذقثم حلا ٔحٍذا عهى. 
)يارا ذضرُرج تانُضثح نهًُحى  ).؟ 

fجذ(4 ''(x)  تشٍْ اٌ انًُحُى ثى( ) ٌقثم َقطح اَعطاف
 ٌطهة ذعٍٍٍ احذاثٍٍٓا.

سصى  اثى   f تانذانح  2ٔ  1ٔ  -1صٕس كلا يٍ  احضة(5
)انًُحُى  )  عهى انًجال 1; . 

T)نٍكٍ (6 ) : ّيضرقًٍا يعادنرy x   حٍث 
T)حرى ٌكٌٕ  عٍٍ . ) يًاصا نهًُحى( ) 

III) kدانح عذدٌح يعشفح عهى 0;ـت :k(x) f ( x)  
 اسصى جذٔل ذغٍشاذٓاثى  kانذانح جذ يشرقح

     fانًعشّفح عهىln 2 : تـ
x

1
f (x) x

e 2
 


 . 

ٌشيز 
f(C يرجاَشٔ إنى يُحٍُٓا فً يعهى يرعايذ( O, i , j. 

ا( احضة  -1
x
lim f (x)


  َٔ
x
lim f (x)


 ثىّ، 
x ln2

lim f (x)


  

   َٔ
x ln2

lim f (x)


ٍٍْ الأخٍشذٍٍْ ُْذصٍّا.  ، ٔ فضّش انُرٍجر

 ثى شكّم جذٔل ذغٍّشاذٓا. fتـ( ادسس ذغٍّشاخ انذانح 
ٌّ جـ(   تٍٍّ أ

f(C )  ٍٍْ ٍٍْ يائه )ٌقثم يضرقًٍٍٍْ يقاست )  

 ٔ( ) :يعادنراًْا عهى انرشذٍةy x ٔ1
y x

2
 . 

ٌّد(  تٍٍّ أ
f(C 1:انًضرقٍىٌقثم يًاصٍٍْ ٌعايذاٌ (

y x 1
2

   

ْـ( أَشئ انًُحًُ
f(C ). 

، عذد ٔ إشاسج mقٍى انٕصٍط انحقٍقً َاقش تٍاٍَّا ،حضة (2 
x(1حهٕل انًعادنح  2m)e m . 

3)fانًعشّفح عهىln 2 : تـ
x

x

xe 2x 1
h(x)

e 2

 



 

.         
h(x)ذكٌٕ فٍّ  يٍ ا(  تٍٍّ أَّّ ٌٕجذ يجال  f (x). 
تـ( اصرُرج إَشاء  h

C يُحًُ انذانحhٍاَطلاقا ي ،
f(C )  

 

 

    I  -  نركٍ انذانح انعذدٌّحf  تـ :    انًعشّفح عهى
x

x

3e 1
f (x)

e 1





ٌشيز . 

f(C إنى ذًثٍهٓا انثٍاًَ فً يعهى  (

يرعايذ ٔ يرجاَش O, i , jٔحذج انطٕل:؛[2cm .] 
احضة  .ا(1  

x
lim f (x)


  َٔ
x
lim f (x)


  
ٍٍْ ُْذصٍّا ثى     فضّش انُرٍجر
fاحضةتـ( (x) ٔادسس إشاسذّ  ثىّ  شكّم جذٔل ذغٍّشاخf 
fاحضة .ا(2   ( x) f (x)  . ثى  فضّش انُرٍجح ُْذصٍّا 

ٌّ تـ( تٍٍّ أ
f(C ٍْٓا.ٌق (   ثم َقطح اَعطاف ٌطهة ذعٍٍٍ إحذاثٍّ

3. gتـ :انذانح انعذدٌّح انًعشّفح عهى g(x) f (x) x  
احضة  ا(  

x
lim g(x)


   َٔ
x
lim g(x)


. 

:  يxٍتٍٍّ أَّ ،يٍ أجم كمتـ(  
2

x

x

e 1
g x

e 1

     
  

)جـ( ادسس إشاسج     )g x ثىّ شكّم جذٔل ذغٍّشاخ ،g. 
ٌّ انًعادنح       )د( تٍٍّ أ ) 0g x ذقثم حلا ٔحٍذا  ًف

انًجال 2,7;2,8. اصرُرج إشاسج ثى g x  عهى. 
ًْ َقطح ذقاطع.4  عٍٍّ إحذاثٍّ

f(C     يع حايم يحٕس انفٕاصم  (
كلا يٍ أَشئ  ثىّ

f(C )  ٔ
g(C  فً َفش انًعهى انضاتق. (

I     نركٍ انذانحf كًا ٌهً انًعشّفح عهى:   
x

x

(x 1)e x 2
f (x)

e 1

  



.ًًّ َض

f
(C  ذًثٍهٓا انثٍاًَ  (

;O)فً يعهى يرعايذ ٔيرجاَش i ; j) 
1ٌّ  ( تٍٍّ أ 

x
lim f x


   ٌّ  ٔ أ 
x
lim f x


 . 

x :(أثثد أَّّ يٍ أجم كم2 
 
2x x

2
x

e e 1
f x

e 1

  


. 

 ، ثى شكّم جذٔل ذغٍّشاذٓا .f( ادسس ذغٍّشاخ3
ٌّ انًُحًُ( تشٍْ 4 أ

f
(C ٌقطع حايم يحٕس انفٕاصم فً  (

2حٍث  َقطح ٔحٍذج فاصهرٓا  1  . 
 xأثثد أَّّ يٍ أجم كم عذد حقٍقً -( ا5

:
x

1
f (x) x 1

e 1
  


  ٌّ ٔأ

x

x

e
f (x) x 2

e 1
  


  

ٌّ انًُحًُ -تـ     اصرُرج أ
f

(C )  ٍٍْ ٌقثم يضرقًٍٍٍْ يقاست
ٍٍْ D)ٔ (D)يائه ) .ٌطهة إعطاء يعادنح نكمّ يًُٓا 

:  xتٍٍّ أَّّ يٍ أجم كمّ عذد حقٍقً -جـ    
f ( x) f (x) 3   .ثىّ فضّش انُرٍجح ُْذصٍّا ، 

أَشئ انًُحًُ -( ا6
f

(C ). 
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 1 

f(x) x 

0,037 0,20 

0,016 0,21 
0,005 0,22 
0,026 0,23 
0,048 0,24 
0,070 0,25 

 

30132014
3

      
 

 I)fًعشفح عهى انذانح ان ;1:تـ     
1

x 1
x

f (x) e
x 1

 


 

ٔ(C  يتعايذ إنى يعهى انًُغٕب تًثٍهٓا انثٍاًَ فً انًغتٕي(
 يتجاَظٔ O, i , j 
احغة(1 

x
lim f (x)


ٔ
x 1

lim f (x)


 

C) نـ ٍاعتُتج انًغتمًٍٍٍ انًماستٍ ) 
fاحغة(2 '(x) تٍٍّ أٌ انذانح.f  تًايا عهى  يتُالصح

انًجال ;1  شكم جذٔل تغٍشاتٓا.ثى 
f( تٍٍّ أٌ انًعادنح 3 (x) 0تمثم حلا ٔحٍذا تاعتعًال

  .انجذٔل أعلاِ ثى جذ حصشا نهعذد
C)( اسعى انًغتمًٍٍٍ انًماستٍٍ ٔانًُحُى 4 ،ثى أسعى (

 .fانًًثم نهذانح ('C)انًُحُى 
انتً يٍ  m(عٍٍّ تٍاٍَا يجًٕعح لٍى 5

 أجهٓا ٌكٌٕ نهًعادنح
f (x) m .حلاٌ يختهفاٌ فً الإشاسج 

II) gًعشفح عهى انذانح ان
 ;1:تـg(x) f (2x 1)   

عهى  gنذانح (ادسط تغٍشاخ ا1 
انًجال ;1 

 ثى شكم جذٔل تغٍشاتٓا    

1أ(تحمك يٍ أٌ:-2 
g( ) 0

2

 
ٌ1ثى تٍٍّ أ

g'( ) 2f '( )
2

 
  

فً انُمطح  gانًًاط نًُحُى انذانح (T)(اعتُتج يعادنح ب 

1راخ انفاصهح 

2

 . 

(تحمك يٍ أٌ:جـ
3 3

2 1
y x

( 1) ( 1)

 
 

   
 (T)يعادنح نهًغتمٍى

 
 

I   ٍنتك )g تـ :انذانح انًعشّفح عهىxg(x) 1 xe  
احغة ( 1  

x
lim g(x)


  َٔ
x
lim g(x)


.. 
 ثى شكم جذٔل تغٍشاتٓا.، gأدسط اتجاِ تغٍش انذانح  (2  
g(x)تٍٍّ أٌ انًعادنح-(أ3 0تمثم حلّأحٍذا 1;   
0,5تحمك أٌ:-ب  0,6 أعتُتج إشاسجg(x)عهى 

II َعتثش انذانح )f  انًعشفح عهى انًجال ;2:ًكًا ٌه 
xf (x) (x 1)e x 1    . ٔ

f(C  تًثٍهٓا انثٍاًَ  (

احغة ( 1
x
lim f (x)


 . 
f( نتك2ٍ  x.تٍٍ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٍمً fيشتمح انذانح '

يٍ  ;2 :ٌفإf '(x) g(x) . 
fأعتُتج إشاسج  '(x)عهى ;2 ثى شكم جذٔل تغٍشاتٓا 

²( تٍٍّ أٌ 3 1
f ( )

      
، ثى اعتُتج حصشا نهعذد 

f ( ) تذٔس انُتائج إنى(.210.) 
)تٍٍّ أٌ انًغتمٍى -( أ4 ) را انًعادنحy x 1    ْٕ

يغتمٍى يماسب يائم نهًُحُى 
f(C  .تجٕاس  (

أدسط ٔضعٍح -ب  
f(C )تانُغثح إنى  ( ). 

fتٍٍّ أٌ انًعادنح  -(أ5 (x) 0  ٍٍتمثم حه
1

x ٔ
2

x:حٍث 
1

1,6 x 1,5   ّٔ
2

1,5 x 1,6. 
)أَشئ -ب  )ٔ

f(C ) 
        
xfتـ:انًعشفح عهىfانذانح انعذدٌح َعتثش  (x) e ex 1   

ٔ
f(C  إنى يعهى انًُغٕب تًثٍهٓا انثٍاًَ فً انًغتٕي(

 يتجاَظٔيتعايذ O, i , j 
احغة -أ-1

x
lim f (x)


ٔ
x
lim f (x)


. 

fاحغة-ب    '(x) .ثى ادسط اشاستٓا 
 .fشكّم جذٔل تغٍشاخ انذانح -جـ  
)تٍٍّ أٌ انًغتمٍى -أ-2 ) : رٔ انًعادنح y ex 1  يماسب

يائم نهًُحُى
f(C )تجٕاس  ( ). 

يًاط انًُحُى (T)أكتة يعادنح نهًغتمٍى -ب 
f(C فً  (

 . 0انُمطح راخ انفاصهح 
fتٍٍّ أٌ انًعادنح -جـ (x) 0 تمثم فً انًجال 1,75 ;1,76 

 .حلا ٔحٍذا 
)أسعى انًغتمًٍٍٍ-د )ٔ (T)  ثى

f(C فً انًجال( ;2  
  
 

 تـ : *انًعشفح عهى انًجال  fَعتثش انذانح 

x

1
f (x) x

e 1
 


ٌشيض 

f(C إنى تًثٍهٓا انثٍاًَ فً يعهى  (

يتعايذ ٔ يتجاَظ O, i , j . 
احغة  أ(-1

x
lim f (x)


  َٔ
x
lim f (x)


. 
احغة ب( 

x 0

lim f (x)


 َٔ
x 0

lim f (x)


 ٔفغش انُتٍجح ُْذعٍا

عهى كم يجال يٍ يجانً تعشٌفٓا  f(أدسط اتجاِ تغٍش انذانح 2
 ثى شكم جذٔل تغٍشاتٓا.
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أ(تٍٍّ أٌ انًُحُى-3
f(C )ٌمثم يغتمًٍٍٍ يماستٍٍ يائهٍٍ ( ) 

ٔ( '):يعادنتًٍٓا عهى انتشتٍةy xٔy x 1 . 
ب( أدسط ٔضعٍح 

f(C )تانُغثح إنى كم يٍ ( ) ٔ( '). 

1ٌ انُمطح(تٍٍّ أ4
0;

2

  
 

ًْ يشكض تُاظش نهًُحُى
f(C ). 

f(أ( تٍٍّ أٌ انًعادنح 5 (x) 0   ٍٍتمثم حه ٔ:حٍث 
ln2 1  ّٔ1,4 1,3  . 

ب(ْم تٕجذ يًاعاخ نـ   
f(C )تٕاصي انًغتمٍى ( ).؟ 

)جـ( أسعى    ) ٔ( ')  ثى انًُحُى
f(C ). 

عذد ٔإشاسج mد(َالش تٍاٍَا حغة لٍى انٕعٍط انحمٍمً  
x(mحهٕل انًعادنح : 1)e m  

 
I      - ًَعتثش انذانح انعذدٌح نهًتغٍش انحمٍمx  انًعشفح عهى

انًجال  2; :ًكًاٌه xf (x) (ax b)e 1   
عذداٌ حمٍمٍاٌ. a ٔ bحٍث  

f(C إنى تًثٍهٓا انثٍاًَ فً  (
يعهى يتعايذ ٔ يتجاَظ O, i , j . 

)Aتحٍث تكٌٕ انُمطح a ٔ b عٍٍ لًٍتً  1;1) تُتًً إنى
f(C )ٌغأي Aٔيعايم تٕجٍّ انًًاط عُذ ( e) .  
II-  َعتثش انذانحgعذدٌح نهًتغٍش انحمٍمً انx  انًعشفح عهى

انًجال  2; :ًكًاٌه xg(x) ( x 1)e 1    
 ٔ

g(C  انغاتك.ًعهى انإنى تًثٍهٓا انثٍاًَ فً  (

أ(تٍٍ أٌ
x
lim g(x) 1


انُتٍجح تٍاٍَا)ٔفغشu

u
lim ue 0


) 

 ، ثى أَشئ جذٔل تغٍشاتٓا. gب(أدسط تغٍشاخ انذانح 
جـ(تٍٍ أٌ

g(C  ٌطهة تعٍٍٍ احذاثٍٍٓا Iٌمثم َمطح اَعطاف (
د(اكتة يعادنح انًًاط نهًُحُى 

g(C  .Iعُذ انُمطح (
ْـ( أسعى 

g(C ). 

 )ٔ k  ًجالانانذانح انًعشفح 2; تـ: k(x) g(x²) 
ثى شكم  kتاعتعًال يشتمح دانح يشكثح ، عٍٍ اتجاِ تغٍش انذانح 

 جذٔل تغٍشاتٓا.
   
 
I- انذانحg تـ: يعشفح عهى xg(x) 1 (x² 1)e  . 
أحغة  -أ-1

x
lim g(x)


 ٔ
x
lim g(x)


. 

 ، ثى شكم جذٔل تغٍشاتٓا  gأدسط اتجاِ تغٍش انذانح -ب   
g(x)تٍٍّ أٌ انًعادنح -أ-2   0ًثى تحمك تمثم حهٍٍّ ف ،

0,8حٍث: أٌ أحذًْا يعذٔو ٔاَخش  0,7   . 
 .x، حغة لٍى انعذد انحمٍمً  g(x)اعتُتج اشاسج  -ب  

II-  انذانحf تـ: يعشفح عهى xf (x) x (x 1)²e  . 

  ٔ f
C  يُحُى انذانحf  ًًعهى انًغتٕي انًُغٕب إنى انف

;O)ًتجاَظانايذ ًٔتعان i ; j)ٔحذج انطٕل: ؛[2cm] . 
أحغة  -أ-1

x
lim f (x)


 ٔ
x
lim f (x)


. 

)تٍٍّ أٌ انًغتمٍى-ب  ) را انًعادنحy x يماسب يائم
نهًُحُى  f

Cُذع . 
أدسط ٔضعٍح انًُحُى-جـ  f

Cتانُغثح إنى انًغتمٍى( ). 
x : fتٍٍّ أٌ يٍ أجم كم عذد حمٍمً -أ-2 '(x) g(x) . 
f )َأخز:عهى fشكّم جذٔل تغٍشاخ انذانح -ب  ( ) 0,9  ) 
تٍٍّ أٌ انًُحُى-أ-3 f

C  ٌّمثم يًاعٍٍ ، يعًم تٕجث 
 ،ٌطهة تعٍٍٍ يعادنح نكم يًُٓا. 1ٌغأي  كم يًُٓا

)يثّم -ب  ) ٔانًًاعٍٍ ٔانًُحُى f
C. 

،عذد ٔإشاسج  mٍا ، ٔحغة لٍى انٕعٍط انحمٍمً َالش تٍاَ-جـ 
x: x(xحهٕل انًعادنح راخ انًجٕٓل  1)² me 0  . 

 
I -g كًاٌهً:ًْ انذانح انًعشفح عهى xg(x) 2 xe  
 ، ثى شكم جذٔل تغٍشاتٓا.gأدسط تغٍشاخ انذانح (1 

ٌّ انًعادنح تٍٍّ(2 g(x)أ 0تمثم حلأحٍذا0,8حٍث 0,9 
 . g(x)، اشاسج  x( عٍٍ حغة لٍى 3

 II-f كًاٌهً:عهىًْ انذانح انًعشفح 
x

2x 2
f (x)

e 2





 

  ٔ f
C  ًًعهى انًغتٕي انًُغٕب إنى انتًثٍهٓا انثٍاًَ ف

;O)ًتجاَظانًتعايذ ٔان i ; j)ٔحذج انطٕل: ؛[2cm] . 
(تٍٍّ أٌ 1

x
lim f (x) 0


نُتٍجح تٍاٍَا.، ثى فغّش ا 

احغة -أ(2
x
lim f (x)


  

)تٍٍّ أٌ انًغتمٍى-ب '):را انًعادنحy x 1 يماسب نـ f
C                  

( ادسط ٔضعٍح 3 f
Cٍتانُغثح إنى كم ي( ) ٔ( ') حٍث  

( ) انًغتمٍى رٔ انًعادنح ْٕy x. 

:xتٍٍّ أَّ يٍ أجم كم-(أ4
x

2g(x)
f '(x)

(e 2)²



ثى اعتُتج 

 .fاتجاِ تغٍش انذانح 
fتٍٍّ أٌ -ب  ( )  ثى شكم جذٔل تغٍشاخ انذانح ،f. 

)( أسعى5 ) ٔ( ') ٔ f
C. 

(َالش ، تٍاٍَا ، حغة لٍى انٕعٍط انحمٍمً ، عذد ٔإشاسج 6
fحهٕل انًعادنح   (x) f (m) . 

 
g -I        تـ:انذانح انًعشفح  عهى xg(x) (3 x)e 3    

 .g(أدسط تغٍشاخ انذانح 1    
g(x)تٍٍ أٌ انًعادنح(2  0 تمثم حهٍٍ يختهفٍٍ أحذًْا 

يعذٔو ٔاَخش 2,82 ;2,83  
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 xحغة لٍى  g(x)( اعتُتج إشاسج 3 

II- f  تـ:انذانح انًعشفح  عهى 

3

x

x
f (x) ;x 0

e 1

f (0) 0


 


 

 

)ٔانٍكٍ  
f

C ًَتًثٍهٓا انثٍا ) 
لاتهح نلإشتماق عُذ  fتٍٍ أٌ انذانح   (1  

0
x 0 

)يًاط(T)اكتة يعادنح نـ  
f

Cعُذ)O 
3( أ(تٍٍّ أٌ 2    x

x
lim x e 0


 جذثى

x
lim f (x)


 ٔ
x
lim f (x)


  

xب(تٍٍّ أَّ يٍ أجم     0:ٌفإ
x

x²
f '(x) g(x)

(e 1)²



 

fجـ( تحمك أٌ:    ( ) ²(3 )  .ّثى عٍٍ حصشا ن ، 
 fد(أَشئ جذٔل تغٍشاخ     

3f(أحغة3     (x) x ٔاعتُتج انٕضعٍح انُغثٍح نـ(
f

C ) 
     (ٔC يُحُى انذانح)3x x 

3تٍٍّ أٌ  (4   

x
lim[f (x) x ] 0


  .ٔفغش انُتٍجح ُْذعٍا 
) ٔ(T)(أَشئ فً َفظ انًعهى انًًاط5   

f
C(ٔ )C) 

    

I)f ـ:تدانح عذدٌح يعشفح عهى
x

4
f (x) x 1

e 1
  


 

ٔانٍكٍ 
f

(C ;o)ًثٍهٓا انثٍاًَ فً و.و.و ت( i , j). 
  .f( ادسط تغٍشاخ انذانح 1

( تٍٍ اٌ 2
f

(C ٔاكتة يعادنح نًًاط ٌمثم َمط إَعطاف (
f

(C نـيشكض تُاظش  تٍٍ اٌثى  .عُذ انُمطح (
f

(C ) 
(أحغة 3 

x
lim f (x) (x 1)


 ٔ 
x
lim f (x) (x 3)


  
اعتُتج اٌ

f
(C  ٌمثم يماستٍٍ ٌطهة تعٍٍٍ يعادنح كم يًُٓا(

(تٍٍ اٌ 4
f

(C اصم فً َمطح ٔحٍذج ٌمطع يحٕس انفٕ(
 0

x 2,77; 2,76   احغةf (1) ٔf ( 1)  اسعى
f

(C ) 

II) g  بدانح عذدٌح يعشفح عهى
x

4
g(x) x 3

e 1
   


 

ٔانٍكٍ 
g

(C          تًثٍهٓا انثٍاًَ.          (
g(x)فإٌ  x(تٍٍ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٍمً 1 f ( x)  
اَشئ  (2

g
(C  (gفً َفظ انًعهى انغاتك)دٌٔ دساعح  (

 
 
 
I -g تـ انذانح انًعشفح عهى: xg(x) (x 1)e  
 .gأدسط تغٍشاخ انذانح -1  
x: x1تٍٍّ أَّ ، يٍ أجم كم  -2   (x 1)e 0   

II- f عهىانذانح انًعشفح 0;:تـ 

xe 1
f (x) ;x 0

x

f (0) 1

 

 

  

يغتًشج عهى  fتٍٍّ أٌ -أ-1 0;. 
احغة -ب  

x
lim f (x)


. 

تحمك أَّ يٍ أجم كم-أ-2 x 0; :
x1 (x 1)e

f '(x)
x²

 
 

 ، ثى شكّم جذٔل تغٍشاتٓا.fاعتُتج اتجاِ تغٍش انذانح  -ب  
III-nعذد طثٍعً حٍثn 1،

n
fعهى  انذانح انًعشفح 0; 

تـ:
x

n

e 1
f (x) nln x

x


 ٔ n

Cانثٍاًَ فً  يُحُاْا

;O)ًتجاَظانًتعايذ ٔانًعهى انًغتٕي انًُغٕب إنى ان i ; j) 
ادسط اتجاِ تغٍش انذانح -1

n
fعهى انًجال 0; . 

أحغة -2
n

0

lim f (x)


  ٔ
n

x
lim f (x)


. 

أدسط انٕضع انُغثً نهًُحٍٍٍُ -3 n
C  ٔ n 1

C  . 
ٌطهة تعٍٍٍ Bتٍٍّ أٌ جًٍع انًُحٍُاخ تًش يٍ َمطح ثاتتح -4

 احذاثٍٍٓا.
تٍٍّ أَّ ، ٌٕجذ عذد حمٍمً ٔحٍذ يٍ  -أ-5 1

0,3;0,4  
تحٍث: 

1 1
f ( ) 0  . 

nحٍث  nتٍٍّ أَّ يٍ أجم كم عذد طثٍعً-ب 1:ٌفإ 
n 1

f ( ) 0 ثى تشٍْ أَّ ٌٕجذ عذد حمٍمً ٔحٍذ ،
n

  ٍي
انًجال  1

;1 :تحٍث
n n

f ( ) 0 . 
يٍ x، تٍٍّ أَّ ، يٍ أجم كم  IIتالاعتًاد عهى انجضء-أ-6

 0;1  :
xe 1

e 1
x


 . 

nحٍث: nاعتُتج أَّ ، يٍ أجم كم عذد طثٍعً -ب 1: 

  
n

1 e
ln( )

n


   ثى ،

1 e

n

n
e



 . 

َٓاٌح انًتتانٍح جذ  -جـ
n

( ). 
  
 
I -g  كًاٌهً:ًْ انذانح انًعشفح عهى 
    xg(x) 4 (4 2x)e   

 ، شكم جذٔل تغٍشاتٓا.gأدسط تغٍشاخ انذانح (1
ٌّ انًعادن تٍٍّ(2 g(x)حأ 0  تمثم حهٍٍ أحذًْا يعذٔو

1,59حٍث:  ٔاَخش 1,60 . 
 .g(x)إشاسج اعتُتج  (3

II-fكًاٌهً:ًْ انذانح انًعشفح عهى 
x

2x 2
f (x)

e 2x





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  ٔ f
C  ًًعهى انًغتٕي انًُغٕب إنى انتًثٍهٓا انثٍاًَ ف

;O)ًتجاَظانًتعايذ ٔان i ; j)ٔحذج انطٕل: ؛[2cm] . 
تٍٍّ أٌ -1  f

C ٌمثم عُذ  ٔ ٍٍيغتمًٍٍٍ يماست
yيعادلاتًٓا عهى انتشتٍة  1 ٔy 0. 

 :xأ(تشٍْ أَّ يٍ أجم -2
x 2

g(x)
f (x)

(e 2x)
 


 

fب(أعتُتج إشاسج    (x) انذانح ، ثى شكم جذٔل تغٍشاخf . 
fجـ( احغة    f، ثى أعتُتج إشاسج  (1) (x). 

1 أ(تٍٍّ أٌ : -3
f ( ) 1

1
   


. 

fب( اعتُتج حصشا نهعذد    ( ) تذٔس انُتائج إنى(210) 
جـ( أسعى   f

C. 
، عذد ٔإشاسج  mَالش تٍاٍَا ، حغة لٍى انٕعٍط انحمٍمً -4

x2xحهٕل انًعادنح  2 (e 2x)(m 1)    
5- h كًاٌهً:ًْ انذانح انًعشفح عهى  h(x) f (x) ² 
fتذلانحh'(x)أحغةأ(  '(x)ٔf (x)ثى أعتُتج إشاسجh'(x) 

 .hب( شكم جذٔل تغٍشاخ انذانح  
 

fكًاٌهً:ًْ انذانح انًعشفح عهى 
x

4
f (x) 3

e 1
 


 

  ٔ f
C  ًًعهى انًغتٕي انًُغٕب إنى انتًثٍهٓا انثٍاًَ ف

;O)ًتجاَظانًتعايذ ٔان i ; j). 
ٔعٍٍّ انًغتمًٍاخ انًماستح نـ fادسط تغٍشاخ انذانح -1 f

C. 
تٍٍّ أٌ نهًُحُى -2 f

Cَعطاف َمطح ا ٌطاب تعٍٍُٓا ثى
اكتة يعادنح انًًاط نـ f

C .عُذْا 
g(x) كًاٌهً:انًعشفح عهىgانذانح نتكٍ -3 f (x) x  
 .gادسط تغٍشاخ انذانح  -أ 

g(x)انًعادنحتٍٍّ أٌ -ب 0حٍذا ٔ تمثم حلا 
2,7حٍث 2,8. 

fأحغة  -4 ( x) f (x) .ثى فغش انُتٍجح ُْذعٍا 
fانًعادنح حم فً -أ-5 (x) 0. 
yاسعى انًًاط ٔانًغتمٍى انزي يعادنتّ : -ب  xٔ f

C. 
اَطلالا يٍ انًُحُى -6 f

C  اعتُتج انًُحُى h
C انًًثم

 ً:انًعشفح كًاٌه hنهذانح 
x 1

x 1

4e
h(x)

e 1







. 

    

f كًاٌهً:*انذانح انًعشفح عهى 
x

x

3xe 3x 4
f (x)

3(e 1)

 



 

  ٔ f
C  ًًعهى انًغتٕي انًُغٕب إنى انتًثٍهٓا انثٍاًَ ف

;O)ًتجاَظانًتعايذ ٔان i ; j). 
 تحٍث: a ٔbعٍٍّ انعذدٌٍ انحمٍمٍٍٍ -1

x

b
f (x) ax

3(e 1)
 


  x*يٍ اجم كم عذد حمٍمً 

 عُذ اطشاف يجالاخ تعشٌفٓا.fاحغة َٓاٌاخ انذانح -2
 يتضاٌذج تًايا عهى كا يجال يٍ يجانً تعشٌفٓا fتٍٍّ أٌ -3
 ثى شكم جذٔل تغٍشاتٓا. 
 انًغتمًٍاٌ انهزاٌ يعادنتاًْا عهى انتشتٍة('D)ٔ(D) أ(-4

 y x  ٔ4
y x

3
 ٌتٍٍّ أ(D)ٔ(D')ـيماستاٌ ن f

C 

 ثى حذد ٔضعٍتّ تانُغثح نكم يًُٓا.  
fتٍٍّ أٌ انًعادنح ب(  (x) 0  ٍٍتمثم حه

0
x ٔ

1
x:حٍث 

0
0,9 x 0,91  ّٔ

1
1,66 x 1,65 . 

غٍش يعذٔو  xجـ( أحغة يٍ أجم كم عذد حمٍمً 
f ( x) f (x)  .ثى فغّش انُتٍجح ُْذعٍا 

ٔ ('D)ٔ(D)( أسعىد  f
C . 

5-m ًعذد حمٍم،
m(D yانًغتمٍى انًعشّف تانًعادنح( x m  

fعذد حهٕل انًعادنح: mلٍى َالش تٍاٍَا حغة  (x) x m  
6- g انًعشفح عهى انًجالانذانح 0;:تـ  g(x) f (x) ² 
 xتذلانح  g(x)دٌٔ حغاب gادسط تغٍشاخ انذانح  
 

fتـًعشفح عهىانذانح ان: 
x

2
f (x) x

1 e
 


 

ٔ f
C  ًًعهى انًغتٕي انًُغٕب إنى انتًثٍهٓا انثٍاًَ ف

;O)ًتجاَظانًتعايذ ٔان i ; j). 
fأحغة  -1 ( x) f (x) .يارا تغتُتج ؟ ٔ 
عهى انًجال  fأدسط تغٍشاخ انذانح -2 0; ثى اعتُتج

 .جذٔل تغٍشاتٓا عهى 
yتٍٍّ أٌ انًغتمٍى -3 x يغتمٍى يماسب نهًُحُى ْٕ f

C  
احغة -4 

x
lim f (x) (x 2)


 غش انُتٍجح ُْذعٍا.ثى ف 
ٌّ انًعادنح تٍٍّ-5 fأ (x) 0ٔحٍذ تمثم حلا:1,7حٍث 1,6                              
تٍٍّ أٌ انًُحُى -6 f

C ٌمثم َمطح اَعطاف هة تعٍٍُٓاٌط 
تٍٍّ أٌ انًُحُى -7 f

C  ٌٌمع فً ششٌط حذاِ انًغتمًٍا
انًماستا ثى اسعى انًُحُى f

C. 
يٍ انًُحُى اَطلالا-8 f

C  اششح كٍفٍح انحصٕل عهى سعى
انًُحُى  g

Cذانح انًًثم نهg:حٍثg(x) f ( x ) 

اسعى عُذئز انًُحُى g
C. 
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I)1- أ(حعاب وٍاٌاخf  عىد انحدَد انمفتُحح نـI 

x x

4
lim f (x) lim ( x )

x 1 
    


 

x 1 x 1

4
lim f (x) lim (1 )

x 1 
   


 

x 1 x 1

4
lim f (x) lim (1 )

x 1 
   


 

 : ًٚكٍ اعرُراج ْذِ انُٓاٚاخ يٍ انثٛاٌ يلازظح
 ب(تشكٍم جدَل انتغٍساخ تقساءج تٍاوٍح

 عىد f حعاب وٍاٌح أ(-2

x x

4
lim g(x) lim (x )

x 1 
   


 

g(cب( انتحقق مه أن  )ٌقثم معتقٍما مقازتا مائلا ( ) 
)انًغرمٛى  )  : رٔ انًؼادنحy x                                                   :ٌلأ  

x x x

4 4
lim g(x) lim (x x) lim ( ) 0

x 1 x 1  
    

 
 

 gجـ( دزاظح تغٍساخ اندانح 

 أذداِ انرغٛش 
;0]لاتهح نلإشرماق ػهٗ انًدال g: نذُٚا  [:زٛث 

4 (x 1)² 4 (x 3)(x 1)
g '(x) 1

(x 1)² (x 1)² (x 1)²

   
   

  
 

g'(x) 0ِيؼُا (x 1)(x 3) 0   
xأٔ  x=1 :يؼُاِ               3  يشفٕض 

xإشاسج إشاسج انًشرك ْٙ زغة  ٔػهّٛ 1  
 ْٙ زغة اندذٔل انرانٙ:ٔ   

             1              0 x 

                 +0        - g'(x) 

 خذٔل انرغٛشاخ
                  1                      0 x 

                         +- g'(x) 

                                           4   
                                            

3 

g(x) 

 II1- أ(حعاب
x 0

k(h) k(0)
lim

h

َ
x 0

k(h) k(0)
lim

h

 

*
x 0 x 0

4
h 4

k(h) k(0) h 1lim lim
h h 

   

x 0 x 0

h² 3h h 3
lim lim 3

h(h 1) h 1 

 
   

 
 

*
x 0 x 0

4
h 4

k(h) k(0) h 1lim lim
h h 

    

x 0 x 0

h² 5h h 5
lim lim 5

h(h 1) h 1 

   
   

 
 

لأٌ انؼذد انًشرك يٍ  0نٛغد لاتهح نلإشرماق ػُذ kَغرُرح أٌ 
 (.-5( لاٚغأ٘ انؼذد انًشرك يٍ انٛغاس)-3انًٍٛٛ)

 ٌىدظٍا نهىتٍجحب( اعطاء تفعٍسا 
k  ٌلاتهح نلإشرماق يٍ انًٍٛ ٔلاتهح نلإشرماق يٍ انٛغاس فإ

 0يًاط ػُذ انُمطح انرٙ فاصهرٓا  ٚمثم َصفٙ kيُسُٗ انذانح 
 kْٙ َمطح صأٚح نًُسُٗ انذانح (4;0)انُمطح انرٙ ازذاثٛاْا 

(كتاتح معادنتً انمماظٍه 2
1( )َ

2( ) 
*

1( ) َصف انًًاط ػُذ ْٕ
0x 0 زٛث

0x 0 
yنذُٚا: k'(0)(x 0) k(0)   
y ٔيُّ: 3(x 0) 4     ٘أy 3x 4   

*
2( ) َصف انًًاط ػُذ ْٕ

0x 0 زٛث
0x 0 

yنذُٚا: k'(0)(x 0) k(0)   
y ٔيُّ: 5(x 0) 4     ٘أy 5x 4   

(زظم كلا مه 3
1( )َ

2( )حىى َانمى
k(C ) 

نشعى انًُسُٗ 
k(C  َلازظ:(

xإرا كاَد  0 :ٌفإk(x) f (x):ُّٔي 
k(C )=

f(C ) 
xإرا كاَد  0 :ٌفإk(x) g(x):ُّٔي 

k(C )=
g(C ) 

x

y

 
 

0                        1 -                  - x 

- - g'(x) 

                   + 
 
4 

                   + 
 
- 

g(x) 
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 تقساءج تٍاوٍح gٍساخ اندانح غأ(تشكٍم جدَل ت-1
 يٍ انثٛاٌ ًٚكٍ اعرُراج اندذٔل

-1                   +  x 

 g'(x) 
+ 

                0 
                            2- 

g(x) 

 g(0.5)َإشازج  g(0)تحدٌد 
 g(0.5)>0ٔإشاسج  g(0)=-1يٍ انثٛاٌ نذُٚا 

]ب(تعهٍم َجُدعدد حقٍقً
2

1
;0]0ٌحقق)(g  

gهٗ ]يغرًشج ٔيرضاٚذج ذًايا ػ
2

1،0ٔ]0)
2

1
g()0(g  

    ٔزٛذ زمٛمٙػذد  ٔيُّ زغة يثشُْح انمٛى انًرٕعطح ٕٚخذ

[
2

1
;0]0ٚسمك)(g  

 ]-1+ ، ∞عهى انمجال [ g(x)جـ( اظتىتاج اشازج 
 انرغٛشاخ نذُٚا: يٍ خذٔل
x[1;]اراكاَد   ٌ[2]1-;فإ)x(g  
x[;]اراكاَد   ٌ[1;]فإ)x(g  

أ(انتحقق أن -2
)²1x(

)x(g
)x('f


 

:نذُٚا
)²1x(

3)x(g

)²1x(

2x3²x3x
)x(f

3








 

f ]زٛث:-1+ ، ∞لاتهح نلإشرماق ػهٗ انًدال [ 

4)1x(

)x(g)1x(2)²1x)(x('g
)x('f




 

33 )1x(

)x(g

)1x(

)x(g2)1x)(x('g
)x('f







 

ب(تعٍٍه 



 x

)(f)x(f
lim
x

 دَن حعاب

 زغة ذؼشٚف انؼذد انًشرك نذُٚا

0
)1(

)(g
)('f

x

)(f)x(f
lim

3x










 

يًاعا ٕٚاص٘  ()يٍ انُرٛدح انغاتمح َغرُرح اٌ نهًُسُٗ 
 y=f(α)زايم يسٕس انفٕاصم يؼادنرّ 

x(flim(جـ(حعاب 
1x 

،)]1x()x(f[lim
x




  

:نذُٚا



 )²1x(

1
)x(flim

1x


 

يماسب ٕٚاص٘  ()انرفغٛش انثٛاَٙ نٓزِ انُرٛدح أٌ انًُسُٗ
  x=-1زايم يسٕس انرشاذٛة يؼادنرّ: 

 نذُٚا
)²1x(

1
1xlim

x 






)]1x()x(f[lim

x

  

ٔيُّ 


)]1x()x(f[lim
x

 

يماسب يائم  ()ٗانرفغٛش انثٛاَٙ نٓزِ انُرٛدح أٌ انًُسُ
 فٙ خٕاس  y=x+1يؼادنرّ: 

 fد( تشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح 
 g(x)ْٙ زغة اشاسج  f'(x)اشاسج 

-1                                   +  x 

            -        0            + f'(x) 

+                                     +  

 

                     f(α) 

 
f(x) 

 

10إنى  f(α)أ(تعٍٍه مدَز -3
-2 

f نذُٚا: (0,26) 1,89 
 (ب( زظم انمىحىى )

2 3 4 5-1

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y

 
 
 
 
 

ب (حعا1 
x
lim f (x)


 َ
x 1

lim f (x)


 

 نذُٚا: 
1

x 1
x

f (x) e
x 1

 


ٔانًؼشفح ػهٗ    ;1 
1

x 1

x x

x
lim f (x) lim e 2

x 1


 

 
    

 

لأٌ:
x

x
lim 1

x 1

    
  ٔ

1

x 1

x
lim e 1


 

1

x 1

x 1 x 1

x
lim f (x) lim e

x 1


 

 
     

 

ٌ:لأ
x 1

x
lim

x 1

     
  ٔ

1

x 1

x 1

lim e 0


 

  (C)اظتىتاج معتقٍمٍه مقازتٍه نهمىحىى
 :يٍ انُٓاٚرٍٛ انغاتمرٍٛ َغرُرح أٌ 

  2013دَزج

  2008دَزج
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xانًؼادنح :  اانًغرمٛى ر 1 ٘هًُسُٗنيماسب ػًٕد(C)  
yانًؼادنح :  انًغرمٛى را 2 ٙهًُسُٗنيماسب أفم(C)  

f(حعاب2 '(x) َتثٍان أنf متىاقصح تماما عهى ;1  

 نذُٚا:
1 1

x 1 x 1
x 1 1

f '(x) ' e ' e
x 1 (x 1)² (x 1)²

               
  

ٔيُّ:          
1

x 1
1

f '(x) 1 e
(x 1)²

      
 

f '(x) لأٌ  0
1

x 11 e 0  ٔ1
0

(x 1)²




 

يرُالصح ذًايا ػهٗ  fيُّ انذانح  ;1 
عهى  fتشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح  ;1 

fن أن انمعادنحتثٍا(3  (x) 0تقثم حهلا َحٍدا α: 
يرُالصح ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح  ;1  

x
lim f (x) 2


 ٔ
x 1

lim f (x)


  زغة يثشُْح انمٛى

عطح ٕٚخذ ػذد ٔزٛذاانًرٕ α ;1  :ٚسمكf (α) 0 
 تاظتعمال انجدَل انمعطى إٌجاد حصسا نهعدد 

fفٙ اندذٔل نذُٚا: (0,21) 0,016 ٔf (0,22) 0,005  
يٍ اندذٔل انًؼطٗ َغرُرح أٌ  α 0,21;0,22. 

  (C)َانمىحىىه انمقازتٍه (زظم انمعتقٍم4ٍ
َ(C') انمىحىى انممثم نهدانحf . 

 .fانًُسُٗ انًًثم نهذانح ('C)كٛفٛح سعى  :ذٕضٛر

نذُٚا:  
 
 

f (x) ;x ;
f (x)

f (x) ;x ;1

    
  

  

ٔيُّ : x ;    ِيؼُا  (C') (C) 
 x ;1 ِيؼُا(C')َظٛش(C)تانُغثح نًسٕس انفٕاصم 

-1-2-3-4-5-6

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 

 mعداد انحقٍقٍح ( تعٍٍّه تٍاوٍا مجمُعح قٍم الأ5

fانًؼادنح (x) mانًغرمٛى  أ٘ذمثم زلاٌ يخرهفاٌ فٙ الإشاسج
yرٔ انًؼادنح  m ُٗٚمطغ انًُس(C') ٍٛفٙ َمطرٍٛ يخرهفر  

1m يٍ انثٛاٌ َدذ أٌ : e ;2   

II-1) دزاظح تغٍساخgعهىَتشكٍم جدَل تغٍساتٍا ;1  
*

x x
lim g(x) lim f (x) 2
 

 ٔ
x 1 x 1

lim g(x) lim f (x)
 

   

g(x)*نذُٚا: f (2x 1)  ُّٔيg'(x) 2f '(2x 1)  
 يرُالصحg أ٘ fنٓا َفظ اذداِ ذغٛش انذانح  gٔػهّٛ انذانح 

ذًايا ػهٗ   ;1  ٌلأf '(2x 1) 0 
 gخذٔل ذغٛشاخ انذانح 

1أ(انتحقق أن:2 
g 0

2

    
 

1:َأن
g ' 2f '( )

2

     
 

   

 1 1
g f 2 1 f ( ) 0

2 2

             
   

 3ٍ اندٕابي 

1 1
g ' 2f ' 2 1 2f '( )

2 2

            
   

 

1عىد انفاصهح g انمماض نـ(T)ب(اظتىتاج معادنح 

2

    

1 نذُٚا: 1 1
(T) : y=g'( )(x ) g( )

2 2 2

  
  

1 ٔيُّ:
(T) : y=2f '( )(x ) 0

2


   

جـ(انتحقق أن:
3 3

2x 1
y=

( 1) ( 1)

 


   
 (T)قٍممعادنح نهمعت

نذُٚا: 
1

1
1 1

f '( ) e
( 1)² ( 1)²

 
  

   
 

fنكٍ: ( ) 0   ِيؼُا
1

1e
( 1)


 
 

 

 ٔيُّ :
3 3

1 1
f '( )

( 1)² ( 1) ( 1)

 
   

     
 

 كًا ٚهٙ: (T)ٔػهّٛ ذكٌٕ يؼادنح 

3 3 3

1 1 2x 1
(T) : y=2 (x )

( 1) 2 ( 1) ( 1)

   
  

     
 

 
 
 

1                       0                                                x 

   -                -          - f '(x) 

                                                             2 
                      1e  

                        

f (x) 

1                                                                             x 
                       -           g '(x) 

                                                             2 
                       

                        

g(x) 

0 

  
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I-1 حعاب )

x
lim g(x)


 َ
x
lim g(x)


. 
x

x x
lim g(x) lim(1 xe ) 1
 

   ٌلأ x

x
lim(xe ) 0


 
x

x x
lim g(x) lim(1 xe )
 

   ٌلأx

x
lim(xe )


  
 ساتٍاَتشكٍم جدَل تغٍ g( دزاظح اتجاي تغٍّس اندانح 2

xنذُٚا: x x xg'(x) (1 xe )' 0 (1e xe ) e ( x 1)        
g'(x) 0 ِيؼُا ( x 1) 0   ٌلأ xe 0 
) يؼُاِ               x 1) 0    ٘أ x 1     
            1-                x 

 g'(x)إشاسج +           0         -         
 ٔػهّٛ خذٔل انرغٛشاخ ٚكٌٕ كاٜذٙ      

                1-                x 
         -             0           + g'(x) 

                      g( 1) 
                                     1 

 
g(x) 

g(x)أ(تثٍان ان انمعادنح -3 0  تقثم حلا َحٍدا  
ذًايا ػهٗ انًدال يرُالصح  gنذُٚا انذانح  1;  

ٔg( 1) 0 ٔ
x
lim g(x)


ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى 

fزٛث ٚسمكد زمٛمٙ ٔزٛذػذانًرٕعطح ٕٚخذ  ( ) 0 . 
0,5ب(انتحقق أن α  .عهىg(x)َاظتىتاج إشازج0,6

g(0,5) نذُٚا:  0  ٔg(0,6) 0,5ّٔيُ 0 α 0,6 
 نذُٚا:    g( ; ) 1;0    ِيؼُاg(x) 0 

         g( ; ) ;0     ِيؼُاg(x) 0. 
II-1 حعاب)

x
lim f (x)


 
x x

x x x
lim f (x) lim(xe x) lim x(e 1)
  

      

(تثٍان أوً مه أجم كم 2 x ;2 :f '(x) g(x)  
نذُٚا يٍ أخم كم x ;2                               :

x x xf '(x) 1e (x 1)e 1 (1 xe ) g(x)       
fاظتىتاج إشازج  '(x) عهى ;2َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا 

fثاسج يٍ انؼ '(x) g(x)   َغرُرح أٌ إشاسجf '(x)  ْٙ
 ْٕ كًا ٚهٙ: fٔػهّٛ خذٔل ذغٛشاخ  g(x)ػكظ إشاسج 

2                     α               x 
                     +0           - f '(x) 
f (2)                                                   

                   f (α)                                        
 

f (x) 

α²( تثٍّان أن 3 1
f (α)

α


  َاظتىتاج حصسا نـf (α) 

0,5 نذُٚا:  α 0,6....(1) 

0,25( ذكافئ  1: )ٔيُّ  α² 0,36 
1,25ٔذكافئ α² 1 1,36....(2)  

1,25( َدذ:2( ٔ)1يٍ انًرثاُٚرٍٛ ) α² 1 1,36
0,6 α 0,5

 

α²أ٘  1
2,08 2,72

α
  ُّ2,72ٔي f (α) 2,08  

)تثٍان أن انمعتقٍم أ( -4 ) ًذا انمعادنتy x 1   ٌُ
معتقٍم مقازب مائم نهمىحىى

f
(C  .تجُاز  (

x:نذُٚا 

x x
lim(f (x) y) lim(x 1)e 0
 

    
)انًغرمٛى  ٔيُّ: ) ّانز٘ يؼادنرy x 1   يغرمٛى ْٕ

يماسب يائم نهًُسُٗ
f

(C  .تدٕاس  (
انمىحىى  ٍحب(دزاظح َضع

f
(C )نهمعتقٍم تانىعثح ( )  

x(f نذُٚا:  (x) y) (x 1)e   
x(xإشاسج انفشق 1)eزغة إشاسج ْٙ(x 1)ٌلأxe 0 

ٔػهّٛ ٔضؼٛح  انًُسُٗ 
f

(C )تانُغثح نهًغرمٛى ( )  ٌٕذك
 زغة اندذٔل انرانٙ.

2                     1                 x 
 إشاسج انفشق -           0+                     

f
(C )فٕق ( )     

f
(C )ذسد   ( ) 

              
f

(C )ٚمطغ ( )                
 

 انٕضؼٛح
fأ( تثٍان ان انمعادنح -5 (x) 0  تقثم حهٍّه

1
x َ

2
x 

ذًايا ػهٗ انًداليرُالصح  fنذُٚا انذانح  ; 1   
 ٔf ( 1,5) 0,05  ٔf ( 1,6) 0,07  ٔيُّ ٔزغة

 ػذد زمٛمٙ ٔزٛذيثشُْح انمٛى انًرٕعطح ٕٚخذ 
2

x  زٛث
1

1,6 x 1,5 ٚسمك
1

f (x ) 0 
ذًايا ػهٗ انًدال يرضاٚذج fنذُٚا انذانح  1;2  

 ٔf (1,5) 0,26  ٔf (1,6) 0,37 ٔيُّ ٔزغة يثشُْح
 ػذد زمٛمٙ ٔزٛذانمٛى انًرٕعطح ٕٚخذ 

2
x  زٛث

2
1,5 x ٚسمك1,6

2
f (x ) 0 

( إوشاء انمىحىىب
f

(C )َ انمعتقٍم ( ) 

2-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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أ(حعاب-1

x
lim f (x)


َ
x
lim f (x)


  
x

x x
lim f (x) lim (e ex 1) 0 1
 

       

xذ.ع. خ

x x
lim f (x) lim (e ex 1)
 

     
x x

x x x

e 1 e
lim f (x) lim x( e ) lim x( )

x x x  
     ب

 َدزاظح إشازتٍا f'(x)(حعاب 
xf '(x) e e  ْٙ ّ1+                 ٔإشاسذ    - 

 fجـ(تشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح 
               1                x 

    +    0           - f'(x) 

                                   
 
1- 

f(x) 

 

)أ(تٍان أن انمعتقٍم-2 )مقازب مائم نـ
fC  (تجُاز(
  x

x x
lim f (x) ( ex 1) lim (e ) 0
 

     

)انًغرمٛىٔيُّ  ):y ex 1  يماسب يائم فٙ خٕاس 
 (Tمعادنح نهمماض)ب(كتاتح 

(T) دنح يٍ انشكم نّ يؼاy f '(a)(x a) f (a)   
y ٔيُّ: f '(0)(x 0) f (0) (1 e)(x) 0 (1 e)x        

 تقثم حلا َحٍدا  f(x)=0ن انمعادنح جـ(تٍان ا  
يغرًشج ٔيرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح   1,75 ;1,76 
ٔ f (1,76) 0,028 f (1,75) 0,0023  

ٔزٛذ  ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى انًرٕعطح ٕٚخذ ػذد
αٍٛٚسمك: 1,76ٔ 1,75يسصٕس تf (α) 0 
)( Tَ)د(زظم انمعتقٍمٍه   ) َانمىحىى

fC ) )  
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
أ(حعاب -1

x
lim f (x)


 َ
x
lim f (x)


 

xx x x

1
lim f (x) lim x lim (x 1)

e 1  

        

xx x x

1
lim f (x) lim x lim x 0

e 1  

        
 

حعاب ب(
x 0

lim f (x)


َ
x 0

lim f (x)


 انتفعٍس انٍىدظً 

x
x 0 x 0

1
lim f (x) lim

e 1 

     
ٔ

x
x 0 x 0

1
lim f (x) lim

e 1 

     
 

انًغرمٛى ر٘ انًؼادنح : ٍ انغاتمرٍٛ َغرُرح أٌ يٍ انُٓاٚرٛ
x 0 هًُسُٗن)زايم يسٕس انرشاذٛة( يماسب

f
(C )  

 *عهى  f( دزاظح اتجاي تغٍس اندانح 2

 نذُٚا:
x x

x x

e e
f '(x) 1 1

(e 1)² (e 1)²

 
      

  

f '(x)  *يرضاٚذج ذًايا ػهٗ  fٔيُّ انذانح  0
 *عهى  fجدَل تغٍساخ اندانح 

أ(تثٍٍه أن -
f

(C ٌقثم معتقٍمٍه مقازتٍه مائهٍه (
(Δ)َ(Δ')انتستٍة: ىمعادنتاٌما عهy x،y x 1  

 نذُٚا: 
xx x

1
lim (f (x) x) lim 0

e 1 

      
 

y:(Δ):ٔيُّ   x يماسب يائم نـ 
f

(C  فٙ خٕاس (

 نذُٚا:
xx x

1
lim (f (x) (x 1)) lim 1 0

e 1 

        
 

y:('Δ):ٔيُّ  x 1  ـيماسب يائم ن 
f

(C  فٙ خٕاس(
ب(دزاظح َضعٍح 

f
(C  ('Δ)َ(Δ)تانىعثح نـكم مه (

x*نذُٚا:يٍ أخم كم  
x

1
f (x) x 0

e 1

     
 

yنًؼادنح رٔا (Δ)انًغرمٛىٔيُّ  xٌٕفٕق  ٚك
f

(C )  

x*نذُٚا:يٍ أخم كم  
x

x

e
f (x) (x 1) 0

e 1

 
     

 

yنًؼادنحٔار('Δ)انًغرمٛىٔيُّ  x 1  ٚكٌٕ ذسد
f

(C )  

;1ω(0(إثثاخ أن انىقطح 4 )
2

ًٌ مسكص تىاظس نـ
f

(C ) 

                       0                                               x 

                             +                                            + f '(x) 

 
 

                    

 
                         
 

f (x) 
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1ω(0; )
2

يشكض ذُاظش نـ 
f

(C fيؼُاِ ( ( x) f (x) 1   

 نذُٚا:
x x

x x

x x x

1 1
f ( x) f (x) x x

e 1 e 1

e 1 e 1
1

1 e e 1 e 1


      

 


    
  

 

fمعادنح أ( تثٍٍه أن ان-5 (x) 0 تقثم حهٍهαَβ 
*يرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح 

  
f (ln2) f(1) 0  ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى انًرٕعطح

lnيسصٕس تαٍٛد ٔزٛذ ٕٚخذ ػذ fٚسمك: 1ٔ 2 (α) 0 
*يرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح 

  
f ( 1,4) f(-1,3) 0  ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى انًرٕعطح

fٚسمك: 1,4ٔ1,3يسصٕس تβٍٕٛخذ ػذد ٔزٛذٚ (β) 0 
ب(انثحث عه َجُد مماظاخ نـ

f
(C   (Δ)تُاشي انمعتقٍم(

نـ انًًاعاخ
f

(C  1يؼايم ذٕخٛٓٓا  (Δ)ٔانرٙ ذٕاص٘  (

ٔيُّ :
0

f '(x ) 1 :ُّٔي
0

0

x

x

e
1 1

(e 1)²
 


0x٘أ

e 0 

 (Δ)ٕٚاص٘ لا ٕٚخذ يًاط إرٌ  زملا ٕٚخذ  أ٘
ثم انمىحىى ('Δ)َ(Δ)جـ(زظم 

f
(C ) 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 
نعدد mَحعة قٍم انُظٍط انحقٍقً  د(انمىاقشح انثٍاوٍح 

x(mَإشازج حهُل انمعادنح  1)e m  
x(m(....1.)َضغ:    1)e m    

x(mكافئ( ذ1)  1) me  ذكافئxm(e 1) 1  

ذكافئ       
x

1
m

e 1
 


ذكافئ 

x

1
x m x

e 1
  


 

xذكافئ                  m f(x)   ذكافئ
y x m

y f (x)

 
 

 

طغ ( ْٙ فٕاصم َمط ذما1انًؼادنح ) زهٕل
f

(C انًغرمٛى  (
m

(Δ y رٔ انًؼادنح:( x m  :يٍ انثٛاٌ َدذ 
mإرا كاَد  (ذمثم زم يٕخة ذًايا.1فإٌ انًؼادنح)0
0إرا كاَد m 1 (لاذمثم زهٕل.1فإٌ انًؼادنح) 
mإرا كاَد  (ذمثم زم  عانة ذًايا.1فإٌ انًؼادنح)1

  

 

I-  تعٍٍه انعددٌه انحقٍقٍٍهa  َb 

 a=bٔيُّ  e +1=1(a-1-)يؼُاِ f(-1)=1نذُٚا:
 2a-b=-1(ٔيُّ 2a-b)e=-eيؼُاِ  f '(-1)=-eنذُٚا:

 a=b=-1َغرُرح يًا عثك أٌ 
II- 1أ(تثٍٍه أن)(lim 


xg

x
 َانتفعٍس انٍىدظً

11)(lim)(lim)(lim 


u

uux
ueugxg 

  (.Cfأفمٙ نـ ) يماسب y=1انًؼادنح أٌ انًغرمٛى رَٔغرُرح 
 gب(دزاظح تغٍساخ اندانح 

g(x)=(-x-1)e
-x

 ،2-] =Dfيؼشفح ػهٗ[ 1+
lim)(1 انُٓاٚاخ: 


xg

x
  ،1)2( 2  eg 

 زٛث: Dfنلإشرماق ػهٗ لاتهح  g: اذداِ انرغٛش
xf '(x) g'(x) xe   ٔشاسذّ ْٙ زغة اشاسجx 

  خذٔل انرغٛشاخ
-2                  0                        x 

                        +0          - g'(x) 

 12 e                                     1 

 

                        0 

g(x) 
 
 

 Iٌقثم وقطح اوعطاف (Cg)جـ(تثٍٍه ان انمىحىى 
 ُٚؼذو ٔٚغٛش اشاسذّ ''gيؼُاِ Iٚمثم َمطح اَؼطاف 

g'(x)=xeنذُٚا: 
-x  : ُّٔي g''(x)=(1-x)e

-x   
g''(x)=0  إراكاَدx=1 اندذٔل ٔاشاسذّ ْٙ زغة 

-2                 1                x 

0                  +           - g''(x) 

g(1)=-2e
-1

 I(1,g(1)) ٔيُّ َمطح الإَؼطاف ْٙ  1+
 I(عىد وقطح اوعطاف (Cgكتاتح معادنح انمماض نـ(د

1 1y g '(1)(x 1) g(1) e x 3e 1        
 ((Cgٌـ( إوشاء 

 
 
 
 
 

 
IIIعٍٍه اتجاي تغٍٍس تk َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا 

  k(x)=g(x²)[زٛث:-،2يؼشفح ػهٗ[kنذُٚا: 
²)x('xg2)x('k  ٔ اشاسجk'(x) زغة اشاسج ْٙx 

 kخذٔل ذغٛشاخ انذانح 
-2                  0                        x 

                        +0          - k'(x) 

 -5 1e 2                             1  
                   

                        0 

k(x) 
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1 I) ح دزاظح تغٍساخ اندانg َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا ، 
 g(x) x² 2x 4 2ln(x 1)     ٔ x 1;    

 زغاب  انُٓاٚاخ 
ذ ع خ

x x
lim g(x) lim (x² 2ln(x 1))
 

   

x x

x² ln(x 1)
lim g(x) lim (x 1)( 2 )

(x 1) (x 1) 


    

 
 

 
x 1 x 1

lim g(x) lim ( 2ln(x 1)) 2( )
 

        

 اذداِ انرغٛش

يٍ أخم كم x 1;  :2
g '(x) 2(x 1)

(x 1)
  


  

ٔيُّ:  2 (x 1)² 1 2x(x 2)
g '(x)

(x 1) x 1

  
 

 
 

x(xْٙ زغة إشاسج g'(x)إشاسج  2) ٗػه 1;  
g'(x) ٔيُّ :  0  ِيؼُاx 0  

g'(x) ِ يؼُا0 x 1;0   
g'(x) يؼُاِ  0 x 0 ;  

 خذٔل انرغٛشاخ

g(x)اظتىتاج أن 2 مه أجم كم 0 x 1;   
 كمًٛح زذّٚح صغشٖ 4ذمثم   gانذانح   
g(x)أ٘  4 يٍ أخم كم x 1;  :ٌإر g(x) 0 

II-1-أ(حعاب 
x 1

lim f (x)


 َتفعٍس انىتٍجح تٍاوٍا 

1نذُٚا 2ln(x 1)
f (x) x

x 1

 
 


 ٔ x 1;   

 
x 1

1 2ln(x 1)
lim f (x) 1

x 1

 
    


 

xانًغرمٛى ر٘ انًؼادنح :  1  ٘نـيماسب ػًٕد
f

(C )  
 حعابب( 

x
lim f (x)


  

x x

1 ln(x 1)
lim f (x) lim x 2

x 1 x 1 


    

 
 

يٍ أخم كم أ( ذثّٛاٌ أَّ-2 x 1;  :g(x)
f '(x)

(x 1)²



  

2
(x 1) 1(1 2ln(x 1))

(x 1)
f '(x) 1

(x 1)²

    
 


 

3 2ln(x 1)) (x 1)² 3 2ln(x 1))
1

(x 1)² (x 1)²

      
  

 
 

g(x) ط َدذ:ٛغثتؼذ انر
f '(x)

(x 1)²



 

عهى انمجال fب( دزاظح اتجاي  تغٍّس اندانح  1;  
fإشاسج  '(x) اسج ْٙ زغة إشg(x) ٘أf '(x) 0   

  fتشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح 
                              0                    1                        x  

+ f '(x)  
 

                     0           1-         
 

 
f (x)  

 
fن أن انمعادنحتثٍاجـ( (x) 0تقثم حلا َحٍدا α: 

يغرًشج ٔيرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح  1;   

x
lim f (x)


  ٔ
x 1

lim f (x)


  زغة يثشُْح انمٛى

انًرٕعطح ٕٚخذ ػذد ٔزٛذ α 1;   :زٛثf (α) 0 
0انتحقق أن : 0,5  

f:نذُٚا (0) 1  ٔf (0,5) 0,37:٘أf (0) 0 f (0,5) 
)أ(تثٍّان أن انمعتقٍم-3 ):y xمقازب نـ

f
(C    عىد(

( ):y xيماسب نـ
f

(C يؼُاِػُذ(
x
lim(f (x) x) 0


   

  
x x

1 ln(x 1)
lim(f (x) x) lim 2 0

x 1 x 1 


    

 
  

ب( دزاظح َضعٍح انمىحىى
f

(C )تانىعثح عهى( ) 

1َذسط إشاسج انفشق 2ln(x 1)
f (x) x

x 1

 
  


  

f (x) x 0 ِيؼُاx e 1  

f (x) x 0ِيؼُا x 1; e 1      

 f (x) x 0ُاِيؼ x e 1;      

 ٔػهّٛ :
f

(C )ٚمطغ( ) فٙ انُمطح راخ انفاصهحe 1 

f
(C )ذسد( ) 1فٙ انًدال; e 1     

f
(C )فٕق( ) فٙ انًدالe 1;    

أ( حعاب-4
0

x فاصهح وقط انتماض نـ
f

(C ) َ(T)  

ْٙ: (T)نذُٚا: يؼادنح 
3

2
y x

e
   

(T)يًاعا نـ
f

(C يؼُاِ (
0

f '(x ) 1  

                       0                         1                        x 
                  +      0         - g '(x) 

                                                
                       

4 

g(x) 
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0
f '(x ) 1ِ0يؼُا

0

g(x )
1

(x 1)²



 

يؼُاِ           
0 0

g(x ) (x 1)²  : ُّٔي
0

x e e 1  
َ (T)م انمعتقٍمٍه انمقازتٍّه َانمماضب(زظ 

f
(C ) 

2 3 4 5-1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 
حتى تقثم انمعادنح  تٍاوٍا  mجـ(تعٍٍه قٍم انُظٍط انحقٍقً  

f (x) x m  حهٍّه متماٌصٌه 
fانًؼادنح   (x) x m  ذكافئ

y x m

y f (x)

 
 

  

yزٛث   x m  يؼادنح يغرمٛى
m

( )  ّٓٛ1يؼايم ذٕخ  
  ٔy f (x) ُٗيؼادنح انًُس

f
(C )  

m:  1انسانح  0   ٌٕٚك( )  
m

( ) 

 : 2انسانح 
3

2
m

e
  ٌٕٚك(T) 

m
( ) 

fٔػهّٛ َدذ يٍ انثٛاٌ ٚكٌٕ نهًؼادنح  (x) x m   ٌزلا

 إرا ٔفمط إرا كاَد يرًاٚضاٌ
3

2
0 m

e
  

 
 

( أ(حعاب 1
x 0

lim f (x)


 ٌىدظٍا حَتفعٍسانىتٍج 

x 0 x 0

x
lim f (x) lim (x 5 6ln )

x 1 

       
 

ٔيُّ انًُسُٗ
f

(C xٚمثم يغرمٛى يماسب يؼادنرّ  ( 0 
ب(حعاب 

x
lim f (x)


 

x x

x
lim f (x) lim (x 5 6ln

x 1 

       
 

لأٌ 
x
lim (x 5)


   ٔ
x

x
lim ln 0

x 1

    
 

ً مه أجم كمن أوتثٍا(2 x ;0 :x² x 6
f '(x)

x(x 1)
  

fنذُٚا: (x) x 5 6((lnx ln(x 1))     

1 ٔيُّ: 1 x² x 6
f '(x) 1 6( )

x x 1 x(x 1)
 

  ٍاتغٍساتَتشكٍم جدَل  fاظتىتاج اتجاي تغٍس اندانح
x² x 6

f '(x) 0
x(x 1)

x²يؼُاِ  x 6 0 

xيؼُاِ                              xأٔ 2 3 يشفٕض 
fُّ أشاسج ٔي '(x) ٙذكٌٕ كاٜذ: 

  f خذٔل ذغٛشاخ انذانح 

fنذُٚا:  ( 2) 3 6ln(2) 6ln3 0,56 
)أ( تثٍان أن انمعتقٍم -3 ) ًانري معادنتy x 5  ٌُ

معتقٍم مقازب مائم نهمىحىى
f

(C  .تجُاز  (

:نذُٚا 
x x

x
lim(f (x) y) 6 lim ln 0

x 1 
  


 

)انًغرمٛى  ُّ:ٔي ) ّانز٘ يؼادنرy x 5  يغرمٛى ْٕ
يماسب يائم نهًُسُٗ

f
(C  .تدٕاس  (
ب(دزاظح َضع  انمىحىى

f
(C )تانىعثح نهمعتقٍم ( )  

x نذُٚا: 
(f (x) y) 6ln

x 1
 


 

نذُٚا يٍ أخم كم  x ;0 :x
1

x 1



 

xٔيُّ 
ln 0

x 1



f)أ٘ انفشق  (x) y) 0 

ٔػهّٛ ٚكٌٕ انًُسُٗ 
f

(C )ٚكٌٕ ذسد  انًغرمٛى ( ) 

f( تثٍان ان انمعادنح 4 (x) 0  تقثم حهٍّه َ 
ذًايا ػهٗ انًدال يرضاٚذج fنذُٚا انذانح  2;0  

 ٔf ( 1,1) 0,02  ٔf ( 1) 0,15   ٔيُّ ٔزغة
 يثشُْح انمٛى انًرٕعطح )يثشُْح كٕشٙ( ٕٚخذ 

1,1زٛث   ػذد زمٛمٙ ٔزٛذ 1  ٚسمكf ( ) 0  

ذًايا ػهٗ انًدال يرُالصح  fنذُٚا انذانح  ; 2  

0                     2                    - x 

-            0               + f '(x) 

0                     2                    - x 

-            0               + f '(x) 

                             f(-2) 
 

                                               

f (x) 
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 ٔf ( 3,5) 1,33  ٔf ( 3,4) 0,15   ٔيُّ ٔزغة
ػذد زمٛمٙ يثشُْح انمٛى انًرٕعطح )يثشُْح كٕشٙ( ٕٚخذ 

3,5زٛث ٔزٛذ 3,4  ٚسمكf ( ) 0 . 
( اوشاء انمىحىى5

f
(C )َ انمعتقٍم ( ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1أ(تثٍان ان -6 7 3
y x 6ln

2 2 4
   معادنح ًٌ(AB) 

 نذُٚا
A A

1 7 3 3
y x 6ln 3 6ln

2 2 4 4
     

    
B B

1 7 3 5 3
y x 6ln 6ln

2 2 4 2 4
        

1ٔيُّ  7 3
y x 6ln

2 2 4
   يؼادنح ْٙ(AB) 

ٌمط انمىحىى(AB)ثٍان ان انمعتقٍمب(ت 
f

(C فً وقطح (
0

M.ٌطهة تعٍٍه احداثٍتٍا 

(AB)ًٚظ
f

(C يؼُاِ (
0

1
f '(x )

2
زٛث

0
xفاصهح َمطح

0
M 

0

1
f '(x )

2
  ِ0يؼُا 0

0 0

x ² x 6 1

x (x 1) 2
 

2يؼُاِ                   2

0 0 0 0
2x 2x 12 x x    

2يؼُاِ                 

0 0
x x 12 0   

ٔيُّ: 
0

x 3   ٔأ
0

x 4يشفٕض 

3ٔنذُٚا 
f ( 3) 2 6ln

4
    ٘أ

0
M ( 3;f ( 3))  

خٓح أخشٖ ازذاثٛاخ انُمطحيٍ ٔ
0

M صسح يؼادنحذسمك(AB) 
 
 
 
 
 

 
 I)  تقساءج تٍاوٍح 

 .gتشكٍم جدَل انتغٍساخ نهدانح أ(
            1-            x 

+ + g'(x) 

1 
 

 

  
 

1 

 
g(x) 

 
g(x)ب(حم تٍاوٍا انمتساجحح  0 

g(x)يٍ انثٛاٌ  ذكافئ  0   x ; 1 1;     
لأٌ 

g(C  ٚمغ فٕق زايم يسًٕس انفٕاصم فٙ ْزا انًدال(
0َانتً مه أجهٍا ٌكُن xتعٍٍه تٍاوٍا قٍم (جـ g(x) 1 

0 نذُٚا: يٍ انثٛاٌ g(x) ذكافئ  1 x 1;  
II-1 حعاب )

x 1

lim f (x)


َ
x
lim f (x)


 

x 1 x 1 x 1

x 1 x 1
lim f (x) lim lim ln 0

x 1 x 1  

          
 

x x x

x 1 x 1
lim f (x) lim lim ln 1 0 1

x 1 x 1  

         
 

 انىفعٍس انٍىدظً نهىتٍجتٍه
*

f(C xٚمثم يغرمٛى يماسب ػًٕد٘ يؼادنرّ ْٙ :( 1       
*

f(C yمثم يغرمٛى يماسب أفمٙ يؼادنرّ ْٙ :ٚ( 1 

2تٍان أن أ(-2
g '(x)

(x 1)²



مه اجم كم  x 1;  

1(x 1) 1(x 1) 2
g'(x)

(x 1)² (x 1)²

  
 

 
 

fب(حعاب '(x) َدزاظح اشازتٍا َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا 
fنذُٚا: (x) g(x) ln(x 1) ln(x 1)     

1 1 2 2
f '(x) g '(x) 0

x 1 x 1 (x 1)² (x 1)(x 1)
    

    
 

يرضاٚذج ذًايا يٍ أخم كم  fٔيُّ انذانح  x 1;   
  fجدَل تغٍساخ اندانح 

                                     1 x 

+ f'(x) 

1  
 

f(x) 

 
fان أن انمعادنحتثٍّ-جـ (x) 0تقثم حلا َحٍدا 0

x 3,62 ;3,63                 
ذًايا ػهٗ انًدال يرضاٚذج fنذُٚا انذانح  1;  

 ٔf (3,62) 0 ٔf (3,63) ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى 0
 ػذد زمٛمٙ ٔزٛذ)يثشُْح كٕشٙ( ٕٚخذ  انًرٕعطح

0
x  

زٛث  0
x 3,62 ;3,63ٚسمك

0
f (x ) 0 

 

-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0

1

x

y
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زظم انمىحى -د
f

(C ). 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13-1

2

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

 
xأ( تعٍٍّه إشازج -3 1

ln
x 1

 
  

عهى انمجال 1;  

نذُٚا: -( اندضء خـIٍ اندضءي x 1;  ذكافئg(x) 1 

 ٔيُّ:  ln g(x) ln1 :٘أ x 1
ln 0

x 1

 
  

 

  

I)1- أ(حعاب وٍاٌاخf  عىد انحدَد انمفتُحح نـI 

1نذُٚا:
I ] ; [

2
  ٔf (x) 1 ln(2x 1)   

x x
lim f (x) 1 lim ln(2x 1)
 

     

1 1
x x

2 2

lim f (x) 1 limln(2x 1)
 

     

 .Iمتصاٌدج تماما عهى انمجال  f( تثٍٍه أن اندانح 2

2نذُٚا: 
f '(x) 0 0

2x 1
1لأٌ  

x
2

. 

fلأIٌيرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال fانذانح ٔيُّ   '(x) 0 
 fنهدانح تشكٍم جدَل انتغٍساخ   

( تعٍٍه فاصهح انىقطح مه 3
f

(C ً ٌكُن فٍٍا انمماض انت (
yذي انمعادنح(d)مُاشٌا نهمعتقٍم x 

(d)٘يؼُاِ  انًًاط ٕٚاص
0

f '(x ) 1 

0
f '(x ) يؼُاِ  1

0

2
1

2x 1
 ٔيُّ 

0

3
x

2
 

xأ(إثثاخ أتً مه أجم كم-4 I:f (x) ln(x a) b. 
1 1

f (x) 1 ln(2x 1) 1 ln 2(x ) 1 ln 2 ln(x )
2 2

  

1َدذ: تانًطاتمح
a = -

2
   ٔb 1 ln2 

ب(اظتىتاج زظم 
f

(C  lnمىحىى اندانح (C)اوطلاقا مه (

1 يٍ انؼثاسج
f (x) 1 ln2 ln(x )

2
  َغرُرح اٌ

f
(C 1َغساب شؼاػّتا(C)صٕسجْٕ (

V( ;1 ln 2)
2

 

زظم 
f

(C ) َ(C) )َٙفٙ اندضء انثا(  
II-1حعاب)

1
x

2

lim g(x)


َتثٍٍه أن
x
lim g(x)


   

 نذُٚا:
1 1

x x
2 2

lim g(x) lim (f (x) x)
 

    

x x
lim g(x) lim (f (x) x)
 

  ٍٛٛزانح ػذو انرؼ 

x x

x ln(2x 1)
lim g(x) 1 lim (2x 1)

2x 1 2x 1 

          
 

لأٌ 
x

ln(2x 1)
lim 0

2x 1





 ٔ

x

x 1
lim

2x 1 2


 


 

 َتشكٍم جدَل تغٍساتٍاg ( دزاظح اتجاي تغٍس اندانح2
2 2x 3

g'(x) f '(x) 1 1
2x 1 2x 1

  

2xْٙ زغة إشاسج  g'(x) إشاسج 3  
 g خذٔل ذغٛشاخ انذانح 

 

3نذُٚا:  3
g( ) 1 ln(2) 0,9

2 2
 

 أ( حط-3
g(x)َتثٍٍه أن انمعادنح  g(1)اب  تقثم حلا َحٍد  0

3α ;+
2

    
2َانتحقق أن α 3 

g(1) نذُٚا: = f(1) -1=1+ ln1-1= 0 

g(x)انًؼادنح  3αذمثم زلا ٔزٛذ  0 ;+
2

    
لأٌ 

3انذانح يرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال
;+

2

   
 

 ٔ3
g( ) 0,9

2
  ٔ

x
lim g(x)


  

                                                 0,5                       x 

+ f '(x) 

 
                                                    

f (x) 

                    
3

2
                          

1

2
                       

x 

-            0               + g'(x) 

                             
3

g( )
2

 

 
                                               

g(x) 
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3αانًؼادنح ذمثم زلا ٔزٛذأيُّ  ;+
2

    
 

g(2)نذُٚا: f (2) 2 1 ln3 0,38      
g(3) f (3) 3 2 ln5 0,39       

g(3)تًأٌ   0 g(2)  ٌ2فإ α 3. 

ب( زظم انمىحىى 
g

(C 1عهى انمجال (
;5

2

 
  

. 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

 
 .Iعهى انمجال  g(x)(اظتىتاج إشازج 4

ْٙ  g(x)نذُٚا إشاسج  gيٍ انثٛاٌ أٔ خذٔل ذغٛشاخ انذانح 
 زغة اندذٔل انرانٙ:

تحدٌد انُضع انىعثً نهمىحىى 
f

(C  (d)َانمعتقٍم  (
ٔضؼٛح 

f
(C ) ٔ(d) زغة إشاسج ْٙ g(x) 

إرا كاَد    x 0,5;1 α;  ٌفإ
f

(C  (d)ذسد(
إرا كاَد  x 1;αٌفإ

f
(C  (d)فٕق(

xإرا كاَد  1  ٔأx αٌفإ
f

(C  .(d)ٚمطغ(
( انثسٌان أوً مه أجم كم5 x 1;αفإن f (x) 1;α. 

g(1):نذُٚا g(α) 0   ُّٔيf (1) 1  ٔf (α) α 
ٚذج ذًايا ػهٗ انًدال يرضا fٔانذُٚا: 1; α 

نذُٚا: x 1;α ُّٔي f (1) f (x) f (α) 
1 إرٌ: f (x) α. 
III-1 ًتعٍٍه قٍمح انعدد انطثٍع)n انتً مه أجهٍا ٌكُن 

n
u 1 2ln3 3ln2   

n

1 1 n 1
u f (1 ) 1 ln(1 ) 1 ln( )...(1)

2n n n


       

 ٔنذُٚا يٍ خٓح أخشٖ:

n

9
u 1 2ln3 3ln2 1 ln .....(2)

8
     

 ( َغرُرح أٌ:2( ٔ)1يٍ ) 
n 1 9

n 8


ٌإر :n 8 

( حعاب انمجمُع 2
n

S تدلانحn 

نذُٚا:
n 1 2 n

S u u ..... u    

n

3 n 1
S (1 ln2) (1 ln ) ..... (1 ln )

2 n


       

n

n

3 4 n 1
S ln 2. . ...... ) (1 1 .... 1) ln(n 1) n

2 3 n


        

  
 انجصء الأَل:

(حعاب 1
x 1

lim h(x)


 َ
x
lim h(x)


 

h(x) x² 2x ln(x 1)     ]ٗيؼشفح ػه،1-[ 

x x
lim h(x) lim (x² 2x ln(x 1))
 

      

x 1 x 1

lim h(x) lim (1 2 ln(x 1))
 

      

1تثٍٍه أن: (2 2(x 1)²
h '(x)

x 1

 



 

1نذُٚا: 2(x 1)² 1
h '(x) 2x 2

x 1 x 1

 
   

 
  

 تشكٍم جدَل تغٍساتٍا hاظتىتاج اتجاي تغٍس اندانح 
xأٌ :  تًا 1 :ٌفإh'(x)  ج ذًايايرضاٚذ hٔيُّ : 0

 h(x)َاظتىتاج اشازج  h(0)(حعاب 3
  h(0) 0  ٔاشاسجh(x) :ٙزغة اندذٔل انران ْٙ 

 انجصء انثاوً:
حعاب  أ(-1

x 1

lim f (x)


 َتفعٍس انىتٍجح تٍاوٍا

x 1 x 1

ln(x 1)
lim f (x) lim (x 1 )

x 1 


  



x 1

ln(x 1)
lim ( 2 )

x 1


    


 

 لأٌ:
x 1

lim ln(x 1)


  ٔ
x 1

1
lim

x 1


 


 

yَغرُرح ٔخٕد يغرمٛى يماسب يؼادنرّ: 1  نـ
f(C ) 

ب(انثسٌان أن 
x

ln u
lim 0

u
 

tَضغ: ln u ُّٔيtu eكاٌإراu ٌفإt  

 ٔيُّ:
ttx x x

lnu t 1
lim lim lim 0

eu e

t

  
   

 x 

   -        0      +     0        - g (x) 

                      0                           1- x 

+ h'(x) 

                     
                         0 

                                                    

h(x) 

                  0                     1- x 

              +     0        - h (x) 
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جـ( اظتىتاج 
x
lim f (x)


 

x x x

ln(x 1)
lim f (x) lim (x 1) lim 0

x 1  


      


 

د(حعاب 
x
lim[f (x) (x 1)]


   

 نذُٚا: 
x x

ln(x 1)
lim[f (x) (x 1)] lim ( ) 0

x 1 


    


 

اظتىتاج َجُد معتقٍم مقازب مائم نهمىجىى
f(C ) 

 نذُٚا:
x
lim[f (x) (x 1)] 0


   ٔيُّ انًُسُٗ ٚمثم يغرمٛى

yيماسب يائم يؼادنرّ  x 1  فٙ خٕاس 
ٌـ( دزاظح َضعٍح 

f(C  تانىعثح نهمعتقٍم انمقازب انمائم(

ln(xَذسط اشاسج انفشق 1)
[f (x) (x 1)]

x 1


   


  

ln(xاشاسج انفشق ْٙ زغة إشاسج  1) ٌ0لأ <x+1 
 ln(x 1) 0   ِيؼُاln(x 1) 0 : ٘أx 0 
 ln(x 1) 0  ِيؼُاln(x 1) 0 : ٘1أ x 0  

ln(x 1) 0   ِيؼُاln(x 1) 0 : ٘أx 0 
 َغرُرح ياٚهٙ:

1 x 0 ِيؼُا
f(C  فٕق انًماسب انًائم (

x 0ِيؼُا
f(C ;0)ٚمطغ انًماسب انًائم فٙ انُمطح( 1)  

x 0ِيؼُا
f(C  نًائم ذسد انًماسب ا(

h(x)( تثٍٍه أن 2
f '(x)

(x 1)²



 

[لاتهح نلإشرماق ػهٗ انًدال f: نذُٚا  1; [ :زٛث 
1

(x 1) 1ln(x 1)
x 1f '(x) 1

(x 1)²

  
 


 

(x 1)² 1 ln(x 1) x² 2x ln(x 1)

(x 1)² (x 1)²

      
 

 
 

h(x)ٔيُّ: 
f '(x)

(x 1)²



 

 تشكٍم جدَل انتغٍساخ
fاشاسج  '(x)  زغة اشاسج ْٙh(x) 

  خذٔل انرغٛشاخ
             0                1- x 

                 +0        - f'(x) 

                             
 

                    f(0) 

 
f(x) 

 
تثٍٍه ان انمىحىى (3

f(C yٌقطع انمعتقٍم:( 2 
انًُسُٗ 

f(C yٚمطغ انًغرمٛى:( 2  يؼُاِ انًؼادنح
f (x) 2  ذمثم زلا ٔزٛذا  ٍٛ3,4ٔ  3,3يسصٕسا ت 

f [زغة خذٔل انرغٛشاخ3,4،3,3يرضاٚذج ػهٗ انًدال] 
f ٔنذُٚا: (3,3) 1,96 ٔf (3,4) 2,06  

fَٔلاخظ اٌ:  (3,3) 2 f (3,4) 
ٔيُّ ٔخغة يثشُْح انمٛى انرٕعطح ٕٚخذ غذد زمٛمٙ ٔزٛذ 

  ٍٛتسٛث : 3,4ٔ  3,3يسصٕسا تf ( ) 2  
( زظم انمىحىى 4

f(C ) 

x

y
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5

       f تـعهى دانح يعسفح:
f (x) x xln x ;x 0

f (0) 0

   



  

 تٍاٍَا2ٔفعّسانُرٍجح0عُدf لاتهٍح اشرماقٌٔح اظرًسازادزض (1
انًجال fأدزض ذغٍساخ ، ثى  f( أدزض شفعٍح 2 0; . 
fحم انًعادنح ( 3 (x) 0، ٍجح تٍاٍَأفعّسانُر  
عهى انًجال  (C) انًُحًُأزظى  (4 3;3 

     fتـ: *انًجال عهى دانح يعسفح  1 ln(x²)
f x

x²


. 

فً انًجال f.ثى ادزض ذغٍساخ f(ادزض شفعٍح 1 0;. 
(عٍٍ َمط ذماطع2

f
(C يع يحٕز انفٕاصم ، ثى أزظى(

f
(C )   

      fعهى دانح يعسفح I 2;  :تـ f x 1 xln(x 2)   
fأ( احعة -1  '(x)ٔf ''(x) أجم كم ي ٍx ٍيI. 
fب(عٍٍّ إشازج    ''(x)  ثى اظرُرج ٔجٕد عدد حمٍمً ٔحٍد

 0,6; 0,5    تحٍثf '( ) 0  . 
 .f( ادزض ذغٍساخ اندانح 2

²(تٍٍّ أٌ:3
f ( ) 1

2


  


f،اظرُرج حصسا نـ ( ) 

4 )
0M ًَُمطح يٍ انًُح

f
(C فاصهرٓا (

0x ٔ(T)               
انًًاض نهًُجً

f
(C فً انُمطح (

0M. 
ٌكافئ  Oًٌسّ تانًثدأ (T)أ( تٍٍّ أٌ  

0 0 0f (x ) x f '(x ) 
ب(اظرُرج ٔجٕد يًاظٍٍ  

a(T ) ٔ
b(T  Oتانًثدأ ًٌسّاٌ (

 .a ٔbٍ انحمٍمٍٍٍ ٌثى عٍٍ انعدد  

     f تـ*عهىدانح عددٌح يعسّفح:ln x²
f (x) 1

x
  

 (C) ًيعرٕ يصٔد تى.و.وذًثٍهٓا انثٍاًَ ف (O; i ; j) 
  ٔاكرة يعادلاخ انًعرمًٍاخ انًمازتحf(أدزض ذغٍساخ1
ٌّ انًُحُى  -     ( انري يعادنرّع انًعرمٍى )ٌمط( C)أثثد أ

     y 1   ٌٍٍطهة ذعٍٍٍ احداثٍاذًٓا.فً َمطر 
f( احعة :2 ( x) f (x)  .ياذ ذعرُرج ؟ 
f(تٍٍ اٌ انًعادنح:3 (x) 0ذمثم حلا ٔحٍدا 1, 0.5    
ًٌٔط A(0;1)(ٌشًم انُمطح dٌمثم يًاظا)(C)(أثثد أ4ٌ

 فً َمطرٍٍ ٌطهة ذعٍٍٍ احداثٍاذًٓا.(C)انًُحُى
 (.C( ثى )d( أزظى )5(. dأٔجد يعادنح نهًًاض )

 mحعة لٍى انٕظٍط انحمٍمً ، تٍاٍَا ٔ(َالش 6
fعدد حهٕل انًعادنح:  (x) mx 1  

      f:اندانح انعددٌح حٍث xf (x) x ln e 2   

(C) ًيعرٕ يصٔد تى.و.وذًثٍهٓا انثٍاًَ ف )j;i;o(


 
تٍٍ اٌ  -أ– 1   f

D ;ln2 ln2;    

xfتٍٍ أٌ: -ب (x) 2x ln 1 2e    
احعة -جـ 

x
lim f (x)


  ٔ
x
lim f (x)


 

احعة - 
x ln 2

lim f (x)


ٔ
x ln 2

lim f (x)


 ثى فعس انُرٍجح تٍاٍَا

 غٍساذٓاثى ازظى جدٔل ذ fادزض اذجاِ ذغٍساندانح  -د
( /(ٔ )ًٍٍٍ يمازتٍٍ )مٌمثم يعر(C)تٍٍ أٌ  -أ-3

yيعادنراًْا عهى انرٕانً : 2x  ٔy x ln2  
 يع يحٕز انفٕاصم .(C)عٍٍ َمط ذماطع  -ب
 (.   C)أَشئ انًُحُى -جـ

     I  )g عهى انح عددٌح يعسفح د 2ـت: 
       2xln3x4²x)x(g  

 . gأدزض ذغٍساخ اندانح  -أ(
 . g(x)ثى إظرُرج إشازج  g ( ،1)g(3أحعة ) -ب(

2- f  يعسفح عهىدانح عددٌح 2حٍث  :  

2x

2xln
x2)x(f




ٍٔنٍك(ًًانًُحًُ ان)م نٓاث  

:Dfيٍ  xيٍ أجم كم أثثد أٌ -أ(
)²2x(

)x(g
)x('f


 

  f(،1-)f( ،1)f(0ثى أحعة)، fب(أدزض ذغٍساخ اندانح  
 يعرمٍى  y=-x+2( ذي انًعادنح أثثد أٌ انًعرمٍى )-جـ(

 ( .يمازب يائم نهًُحًُ )
 ( .( تانُعثح نهًعرمٍى )أدزض ٔضعٍح انًُحًُ )-د(

( يعايم ذٕجٍّ كم اظٍٍ نهًُحًُ)تسٍْ عهى ٔجٕد يً-ف(
 .(ن( إَشئ  ) ( .-1يًُٓا )

;O;i)انًعرٕي يُعٕب إنى يعهى يرعايد ٔ يرجاَط      j). 
I- انًُحُى

h
(C ٔانًعسفح  hْٕ انرًثٍم انثٍاًَ نهدانح انعددٌح (

عهى انًجال  0 ;:ًكًا ٌه h(x) x² 2 lnx  . 
 أ( تمساءج تٍاٍَح شكم جدٔل 
 .hذغٍساخ اندانح  

 ب( عهم ٔجٕد عدد حمٍمً
1,25تحٍثٔحٍد   1,5  

)hٌحمك: ) 0  
  h(x)اظرُرج اشازج جـ( 

عهى انًجال  0 ;. 
 
 
 
 

II-f اندانح انعددٌح انًعسفح عهى انًجال 0 ;:تـ 
1 ln x

f (x) x
x


  ٍٔنٍك

f
(C  .ذًثٍهٓا انثٍاًَ(

03 

08 

04 

07 

06 

05 
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II-f اندانح انعددٌح انًعسفح عهى انًجال 0 ;:تـ 
1 ln x

f (x) x
x


  ٍٔنٍك

f
(C  ذًثٍهٓا انثٍاًَ.(

( تٍٍّ أٌ :1  
x
lim f (x)


 احعة  . ثى
x 0

lim f (x)


 

 تٍاٍَا انُرٍجح انًحصم عهٍٓا. فعس

تٍٍّ أَّ يٍ أجم كم  -أ (2 x 0 ; :h(x)
f '(x)

x²
 

 ثى شكم جدٔل ذغٍساذٓا. fاظرُرج اذجاِ ذغٍس اندانح  -ب   

1تٍٍّ أٌ :(4  
f ( ) 2  


fثى جد حصسا نهعدد ،  ( ). 

تٍٍّ أٌ انًُحُى -(أ5  
f

(C ٌمثم يعرمًٍا يمازتا يائلا  (
( ): ّيعادنرy x 
ادزض ٔضعٍح  -ب     

f
(C )تانُعثح نهًعرمٍى  ( ). 

نهًُحُى  (T) ( تٍٍّ أَّ ٌٕجد يًاض6  
f

(C ٌٕاشي  (
)انًعرمٍى ) .ٌّطهة ذعٍٍٍ يعادنح ن ، 

)ٔ (T)( أَشئ كلا يٍ 7   )  ثى
f

(C  فً انًعهى انعاتك (
عدد حهٕل  m( َالش ، تٍاٍَا ٔحعة لٍى انٕظٍط انحمٍمً 8  

mxانًعادنح :    ln x 1 0   
      I)gدانح يعسفح عهى 0;:تانشكم 

 g x ax 1 ln(bx)    ٔ حٍثa  ،b  ٍي*

. 
g(1)تحٍث ٌكٌٕ    a ٔb( عٍٍ 1  2 ٔg'(1) 2 

 .ٔ عُد  0عُد  gعٍٍ َٓاٌرً اندانح (2

 ذغٍساذٓا.ثى شكم جدٔل  gأدزض اذجاِ ذغٍس اندانح  (2

تٍٍ أٌ انًعادنح (3 g x 0 ذمثم حلا ٔحٍدا 0;1  

 210ظعرّ  جد حصسا نهعددتاظرعًال طسٌمح انرُصٍف 

إشازج  xحدد حعة لٍى (4 g x عهى انًجال 0;. 

II ) َعرثس اندانحf  انًعسفح عهى D 0;   :ًكًا ٌه 

 f 0 0  يٍ أجم كم ٔx D  ،  xln x
f x

x 1



 

 C ٓا انثٍاًَ فً يعهى يرعايد ٔيرجاَطذًثٍه(O;i, j) 
يعرًسج عهى  fتٍٍ أٌ اندانح  (1 0;. 

 ؟ فعس تٍاٍَا انُرٍجح.0الاشرماق عُد  fْم ذمثم اندانح (2

تٍٍ أٌ (3   
 2

g x
f x

x 1
 


 .fاظرُرج اذجاِ ذغٍس اندانحثى . 

ذحمك أٌ  ثى.عُد  fندانح(أحعة َٓاٌح ا4 f     
 .fثى شكم جدٔل ذغٍساخ اندانح

5) ْٕانرًثٍم انثٍاًَ نهدانحx ln xانعاتك فً انًعهى 

أدزض الأٔضاع انُعثٍح نهًُحٍٍٍُ* C ٔ . 

أحعة انُٓاٌح:* 
x
lim f x ln x


   .فعس تٍاٍَا انُرٍجح .

أزظى انًُحٍٍٍُ  C ٔ . 

,0[انًعسفح عهى انًجال fَعرثس اندانح        [  : تـ
b

f (x) ax cln(x)
x

   ٔ
f(C ذًثٍهٓا انثٍاًَ فً  (

O)يعرٕيُعٕب إنى يعهى يرعايد ٔيرجاَط  ;i ; j ). 
تحٍث    a  ،b  ٔ  cعٍٍ الأعداد انحمٍمٍح  أولا>

f(C ٌمثم  (
يًاظا ًٌس تانًثدأ ٌٔمثم عُد انُفطح ذاخ  A(1;1)ُد انُمطح ع

 يًاظا ٌٕاشي حايم يحٕز انفٕاصم. 2انفاصهح 
 c=8و    b=4و   a=-3َفسض أٌ  ثانيا>

3x²تٍٍ أٌ-1 8x 4
f '(x)

x²

  
 ٔاظرُرج إشازجf '(x) 

 احعة انُٓاٌاخ عرد أطساف يجم انرعسٌف.-2

 .fاخ نهدانح شكم جدٔل انرغٍس-3
fتٍٍ أٌ انًعادنح -4  (x) 0  ذمثم حلا ٔحٍدا عهى

انًجال 4 ;4,1  

نهًُحُى  (T)عٍٍ يعادنح انًًاض -5
f(C  . 1انري يٍهّ  (

أزظى انًُحُى -6
f(C  . (T)انًًاض (

عدد حهٕل  mَالش تٍاٍَا ، ٔحعة لٍى انٕظٍط انحمٍمً -7
3x² انًعادنح : 4 (m 8lnx)x x    

    f دانح يعسفح عهى انًجًٕعحI ] 1;1[ ]1; [    تـ

:1
f (x) ln(x 1)

x 1
  


  ٔ

f
(C ذًثٍهٓا انثٍاًَ فً  (

O)يعرٕ يُعٕب إنى يعهى يرعايد ٔيرجاَط  ;i ; j ). 
( أ( احعة 1 

x 1

lim f (x)


،
x 1

lim f (x)


ٔ
x 1

lim f (x)


 

ياذا ذعرُرج تانُعثح نهًُحُى
f

(C .ب(احعة (
x
lim f (x)


. 

x أ(تٍٍ أَّ يٍ أجم كم-2  I،
2

x(x 3)
f '(x)

(x 1) (x 1)




 
. 

fب(اظرُرج إشازج  '(x)عهىI  ثى شكم جدٔل ذغٍساخf. 
)يعادنح انًًاضجـ(عٍٍ  )نـ

f
(C  2فً َمطرح ذاخ انفاصهح (

 3)g1[دانح يعسفح عهى; [1تـ x 1
g(x) ln

x 1 x

      
  

;1[يٍ xأ( تٍٍ أَّ يٍ أجم كم   [ ،x 1
1

x


 . 

;1[عهى انًجال g(x)ثى اظرُرج إشازج  [ . 
ب( احعة   

x
lim g(x)


 .ياذا ذعرُرج ؟

xانرًثٍم انثٍاًَ نهدانح(C)جـ(َعًً ln x حدد ٔضعٍح
انًُحُى

f
(C ;1[عهى انًجال(C)تانُعثح نهًُحى ( [  

)ٔ (C)د( ازظى    ) ثى انًُحُى
f

(C ). 
 mا حعة لٍى انٕظٍط انحمٍمً انًٕجة ذًايا( َالش تٍا4ٍَ

1 عدد ٔإشازج حهٕل انًعادنح : x 1
ln 0

x 1 m

     
 

 

0: 

0; 
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I  )gانًجال  انذانح انًعشفح عهى 1;  :ًكًاٌه 
      g(x) x² 2x 4 2ln(x 1)     

 .ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا،  gأدسط ذغٍشاخ انذانح (1
(اعرُرج أَّ ، يٍ أجم كم2 1; x ،g(x) 0 
II )f انذانح انًعشفح عهى انًجال 1;  :ًكًاٌه 

 1 2ln(x 1)
f (x) x

x 1

 
 


 ٔ

f
(C  ذًثٍهٓا انثٍاًَ(

احغةأ(-(1 
x 1

lim f (x)


احغة-عٍا.بانُرٍجح ُْذفغش
x
lim f (x)


  

تٍٍّ أَّ يٍ أجم كم أ(-(2 x 1;  :g(x)
f '(x)

(x 1)²



 

عهىfب(أدسط اذجاِ ذغٍش 1; ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا، 

fتٍٍّ أٌ انًعادنح جـ( (x) 0 حلا ٔحٍذا ذمثم ًف

انًجال 1;  ٌ0،ثى ذحمك أ 0,5. 

)أ(تٍٍّ أٌ انًغرمٍى-(3 ):y xيماسب يائم نـ 
f

(C  عُذ(

ادسط ٔضعٍح  انًُحُى  ب( 
f

(C )إنىتانُغثح ( ). 

را انًعادنح :(T)َمثم أٌ انًغرمٍى (4
3

2
y x

e
  يًاط ،

نهًُحُى 
f

(C فً َمطح فاصهرٓا  (
0

x.   أ( أحغة
0

x . 

ثى انًُحُى(T)ب(أسعى انًغرمًٍٍٍ انًماستٍٍ ٔانًًاط
f

(C )  

تحٍث ذمثم انًعادنح mجـ( عٍٍّ تٍاٍَا لٍى انٕعٍط انحمٍمً 

f (x) x m .ٌٍٍحهٍٍّ يرًاٌض 
 

f  ( I    انذانح انعذدٌح انًعشفح عهى انًجال ;0 

xتـ:
f (x) x 5 6ln( )

x 1
  


ٔ

f
(C  .ذًثٍهٓا انثٍاًَ(

احغة-(أ1
x 0

lim f (x)


احغة-انُرٍجح ُْذعٍا.بفغش
x
lim f (x)


  

(تٍٍّ أَّ يٍ أجم كم2 x ;0 :x² x 6
f '(x)

x(x 1)

 



 

 ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا.f اعرُرج اذجاِ ذغٍش انذانح 

)تٍٍّ أٌ انًغرمٍى -( أ3 ): ّانزي يعادنرy x 5  ْٕ

يغرمٍى يماسب يائم نهًُحُى 
f

(C  .تجٕاس(

ادسط ٔضع  انًُحُى -ب 
f

(C )نهًغرمٍى تانُغثح ( ). 

fتٍٍّ أٌ انًعادنح  (4 (x) 0   ٍٍذمثم حه ٔ:حٍث 
3,5 3,4    ّٔ1,1 1   

انًُحُى ( أَشئ 5
f

(C )نًغرمٍى ٔا( ). 

3َعرثشانُمطرٍٍ-(أ6
A( 1;3 6ln )

4
 ٔ5 3

B( 5; 6ln )
2 4

   

1تٍٍّ أٌ   7 3
y x 6ln

2 2 4
  يعادنح دٌكاسذٍح نهًغرمٍى(AB) 

ًٌظ(AB)تٍٍّ أٌ  -ب
f

(C فً َمطح(
0

Mٍٍُٓاٌطهة ذع  

 ( I  َعرثش انذانحg  انًعشفح عهى 1 :تـx 1
g(x)

x 1





 

ٔ
g

(C   تمشاءج تٍاٍَح:انشكم انًماتم()ًثٍهٓا انثٍاًَذ(

 

 

 

 

 
  

 gشكم جذٔل ذغٍشاخ انذانح -أ

g(x) :حم تٍاٍَا انًرشاجحح-ب 0 

0انرً يٍ أجهٓا xعٍٍ تٍاٍَا لٍى -جـ g(x) 1 

II نركٍ انذانح)f  ٔانًعشفح عهى انًجال 1;:تـ 

x 1 x 1
f (x) ln

x 1 x 1

       
 ٔ

f
(C ًثٍهٓا انثٍاًَ ذ(

(احغة1
x 1

lim f (x)


ٔ
x
lim f (x)


 ثى فغشانُرٍجرٍٍ ُْذعٍا

تٍٍ أَّ يٍ أجم كم-(أ2 x 1; :2
g '(x)

(x 1)²



 

fاحغة -ب '(x) ٔادسط إشاسذٓا ثى شكم جذٔل ذغٍشاخf 
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fتٍٍّ أٌ انًعادنح-جـ (x) 0ذمثم حلا ٔحٍذا 0
x 3,62 ;3,63                

أسعى انًُحى -د
f

(C ) . 

 عٍٍ إشاسج انعثاسج ( انغؤال جـ ،Iتاعرعًال انجضء-أ-3

x 1
ln

x 1

 
  

عهى انًجال   1;. 

 

I ٍنرك)f 1انذانح انعذدٌح انًعشفح عهى انًجال
I ;

2

    
 

fتـ: (x) 1 ln(2x 1)  ٔ
f

(C  هٓا انثٍاًَ ذًثٍ(
احغة (1

x
lim f (x)


 ٔ 
1
2

x

lim f (x)


 

 ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا. Iعهىيرضاٌذج ذًايا  f(تٍٍّ أٌ 2
( عٍٍ فاصهح انُمطح ي3ٍ

f
(C انرً ٌكٌٕ فٍٓا انًًاط (

yري انًعادنح  (d)يٕاصٌا نهًغرمٍى  x. 
I:fيٍ xأثثد أَّ يٍ أجم كم (أ(4 (x) ln(x a) b   

 عذداٌ حمٍمٍاٌ ٌطهة ذعًٍٍُٓا. a ٔbحٍث 
ب(أعرُرج أَّ ًٌكٍ سعى 

f
(C C)يٍ  ااَطلال( يُحُى  (

C).ثى اسعى  lnانذانح انهٕغاسٌرًٍح  انٍُثٍشٌح   )ٔ
f

(C ). 
II) gانذانح انًعشفح عهى انًجالI :تـg(x) f (x) x  
احغة  (1

1
2

x

lim g(x)


ثى تٍٍّ أٌ 
x
lim g(x)


 . 

 ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا. Iعهى  g(أدسط اذجاِ ذغٍش انذانح 2
g(x)ادنح ثى تٍٍّ أٌ انًع g(1)(أ( احغة 3 0   ًذمثم ف

انًجال 1,5;  حلا ٔحٍذا ٌ2. ذحمك أ 3. 
ب(اسعى 

g
(C عهى  gيُحُى ( 0,5;5فً انًعهى انغاتك 

ضعٍح ثى حذّد Iعهىg(x)اعرُرج إشاسج(4
f

(C )ٔ(d) 
يٍ انًجال x(تشٍْ أَّ يٍ أجم عذد حمٍمً 5 1; :ٌفئ 

f (x)نى انًجالٌُرًً إ 1; . 
       
   I- h دانح يعشفح عهى 1; تـ: h(x) x² 2x ln(x 1)     

 حغةا .1
x 1

lim h(x)


 ٔ
x
lim h(x)


 

ّ يٍ أجم كمأَ تٍٍ.2 x 1;  :1 2(x 1)²
h '(x)

x 1

 



. 

 ذغٍشاذٓا. لثى أَجض جذٔ hٔاعرُرج اذجاِ ذغٍش انذانح  
 .h(x)ٔاعرُرج إشاسج  h(0)حغة . ا3
II -fدانح يعشفح عهى 1; :ًكًاٌه 

 ln(x 1)
f (x) x 1

x 1


  


َغًً 

f
(C  ًثٍهٓا انثٍاًَ ذ(

.أ(احغة 1
x 1

lim f (x)


 .انُرٍجح تٍاٍَا فغشٔ

ب(تاعرخذاو انُرٍجح
t

t

e
lim

t
 ٌتشٍْ أ،

x

ln u
lim 0

u
. 

جـ(اعرُرج 
x
lim f (x)


. 

د(احغة 
x
lim[f (x) (x 1)]


  ٔاعرُرج ٔجٕد يغرمٍى

يماسب يائم نهًُحُى
f

(C ). 
ْـ( ادسط ٔضعٍح 

f(C  تانُغثح نهًغرمٍى انًماسب انًائم(

ّ يٍ أجم كم أَ .ت2ٍٍ x 1;  :h(x)
f '(x)

(x 1)²



 

 . fثى شكم جذٔل ذغٍشاخ انذانح  
.تٍٍ أٌ 3

f(C yرٔ انًعادنح   ىٌمطع انًغرمٌٍمطع ( 2  عُذ
. أسعى 4    .3,4ٔ 3,3فاصهرٓا يحصٕسج تٍٍ  َمطح

f(C ). 
    

 
 

I  )g انذانح انًعشفح عهى انًجال 1;  :ًكًاٌه 
      g(x) (x 1)² 2 ln(x 1)     

عهى انًجال  gأدسط اذجاِ ذغٍش انذانح (1 1; . 
g(x)تٍٍّ أٌ انًعادنح  (2  0 حلا ٔحٍذا  ذمثم  فً حٍث

0,31 0,32 : ٌأ ٔln( 1) 2 ( 1)²    

 .g(x)إشاسج x(اعرُرج  حغة لٍى 3

II- f عهىانذانح انًعشفح 1; انعثاسجتـ:  

    2

f (x) (x 1)² 2 ln(x 1)     ٔ
f

(C  ذًثٍهٓا انثٍاًَ (

احغة -1  
1

lim f (x)


ٔ
x
lim f (x)


. 

كم يٍ أجم تٍٍّ أَّ -2 x 1;  :2g(x)
f '(x)

x 1



 

 ، ثى شكّم جذٔل ذغٍشاذٓا.fاذجاِ ذغٍش انذانح ادسط -3
2f تٍٍّ أٌ:-4 ( ) ( 1)² 1 ( 1)         
fهعذد  ثى اعرُرج حصشا ن  ( ). 
يثّم انًُحُى-5

f
(C عهى انًجال  ( 1;2 . 

III-( )هذانح انًحُى انًًثم نhعهى  انًعشفح 1;  
h(x)تانعثاسج : ln(x 1)   .A ٍٍانُمطح راخ الإحذاثٍر 
( 1;2) ٔMٍَمطح ي( ) فاصهرٓاx. 

AMذعطى تانعثاسج :  AMأثثد أٌ انًغافح -1 f (x)  

يعشفح عهى انًجالkانذّانح -2 1; :تـk(x) f (x) 
عهى  َفظ اذجاِ انرغٍٍشk ٔfتٍٍّ أٌ نهذانرٍٍ -أ  1;  . 
)يBٍعٍٍّ إحذاثٍرً انُمطح -ب  ) تحٍث ذكٌٕ انًغافح

AM   .ٍاصغش يا ًٌك 
ABتٍٍّ أٌ :  -جـ ( 1) ( 1)² 1     . 
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I-g دانح يعشفح عهى 0;تـ: g(x) x² a bln(x)   

 عهًا أٌ انرًثٍم انثٍاًَ a ٔ bعٍٍّ انعذدٌٍ انحمٍمٍٍٍ  -1

;A(1ٌمثم فً انُمطح  gنهذانح   1) ٍّٓ4يًاعا يعايم ذٕج. 

aَضع : -2  2  ٔb 2. 

 ، ثى شكّم جذٔل ذغٍشاذٓا. gح أ( أدسط ذغٍشاخ انذان  

g(x)ب(تٍٍّ أٌ انًعادنح:  0ذمثم حلا ٔحٍذا 0;  
عهى انًجال g(x)ثى اعرُرج إشاسج    0;. 

 II-f دانح يعشفح عهى 0;:2تـln(x)
f (x) x 2

x
   

 
f

(C ذًثٍهٓا انثٍاًَ فً يعهى يرعايذ ٔ يرجاَظ ( O, i, j 

أ( احغة -1  
x 0

lim f (x)


ٔ
x
lim f (x)


 . 

fب( احغة       '(x): ٌثى ذحمك أ ، g(x)
f '(x)

x²
  

fجـ(اعرُرج إشاسج    '(x) ثى شكم جذٔل ذغٍشاخ انذانح ،f  

)أ(تٍٍّ أٌ انًغرمٍى-2 ):را انًعادنحy x 2 يماسب نـ
f

(C ) 

ثى أدسط ٔضعٍح 
f

(C )نُغثح إنى تا( ) 

ب(تٍٍّ أٌ
f

(C )ٌٕاصي(T)ٌمثم يًاعا( ) ّثى جذ يعادنح ن 

1,25جـ( َأخز    تٍٍّ أٌ انًعادنحf (x) 0  ٍٍّذمثم حه
1

x ٔ
2

x:حٍث 
1

0,6 x 0,7  ّٔ
2

2,7 x 2,8. 
)ثى اسعى كلا يٍ  ) ٔ(T) ٔ

f
(C ). 

  عذد ٔحهٕل ، m َالش تٍاٍَا ،حغة لٍى انٕعٍط انحمٍمً -3
m)انًعادنح :   2)x 2ln(x) 0  . 

 

f دانح عذدٌح يعشفح عهى 0;تـ: a bln(2x)
f (x)

4x²


 

ٔ عذداٌ حمٍمٍاa ٔ bٌحٍث  
f

(C  ذًثٍهٓا انثٍاًَ  (

1تحٍث ٌكٌٕ انًًاط فً انُمطحa ٔ b(عٍٍّ 1
A( ;1)

2
 

نهًُحُى    
f

(C  يٕاصٌا نحايم يحٕس انفٕاصم.(

 2 )g انذانح انًعشفح عهى 0;:1 تـ 2ln(2x)
g(x)

4x²


 

 
g

(C  انغاتك. ًعهى ان فً  انًُحُى انًًثم نٓا(

أ( أحغة  
x
lim g(x)


 ٔ
x 0

lim g(x)


 ٔفغش انُرٍجرٍٍ تٍاٍَا

 ،ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا. gب( أدسط اذجاِ ذغٍش انذانح  

جـ( حم فً   0; : انًعادنحg(x) 0 د( أَشئ.
g

(C ). 

 

g دانح  يعشفح عهى 1;:ًكًاٌه g(x) 2x lnx  

 .إنى  xعُذيا ٌؤٔل  gأ( احغة َٓاٌح انذانح  

 .g ب( أدسط اذجاِ ذغٍش انذانح  

جـ( تٍٍّ أَّ يٍ أجم كم  x 1;  :g(x) 0. 

2) fدانح يعشفح عهى 1; :ً6 كًاٌهln x
f (x)

2x ln x



 

 أٌ:تٍٍّ أ(

6ln x

xf (x)
ln x

2
x




احغةب(.
x
lim f (x)


 ياراذغرُرج؟

  f،شكم جذٔل ذغٍشاخ . fجـ( ادسط اذجاِ ذغٍش انذانح 

fتحٍث ذمثم انًعادنح kًٍح ليا ًْ د( (x) k ٌٍحهٍٍ يرًاٌض 

ْـ( جذ يعادنح نهًًاط 
1

( )نهًُحُى
f

(C عُذ انُمطح انرً  (

.حٍث 1فاصهرٓا 
f

(C  .fانرًثٍم انثٍاًَ نهذانح  (

3 )h دانح عذدٌح يعشفح عهى 1; :تـ xh(x) f (e ) 

ٔانٍكٍ  
h

(C  ذًثٍهٓا انثٍاًَ فً انًعهى انغاتك. (

 .hأ( شكم جذٔل ذغٍشاخ انذانح  

ب(جذ يعادنح نهًًاط
2

( )نـ
h

(C   1عُذ انُمطح انرً فاصهرٓا(

جـ(أسعى كلا يٍ
1

( )،
2

( )،
f

(C )ٔ
h

(C  فً انًعهى انغاتك.(

 

I-1-انذانحuيعشّفح عهى 0;:تـ xu(x) e 3x 4 e     
 .uأدسط اذجاِ ذغٍّش انذانح  -أ
تٍٍّ أَّ ، يٍ أجم كم -ب  x 0; :xe e 3x 4  
يعشّفح عهى انًجال vانذانح -2 0;:تـ 

3v(x) 3x 4x² 1 lnx     
v'(1)تٍٍّ أٌ:-أ 0  ٌشيض (v'  إنى انًشرمح نهذانحv) 

أثثد أَّ ،يٍ أجم كم -ب x 0; :v(x) 0 

  2012دورة
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أثثد أَّ ،يٍ أجم كم -جـ x 0; :1 ln x
3x 4

x²

 
  

أثثد أَّ ،يٍ أجم كم -3 x 0; :x 1 ln x
e e 0

x²


   

II-fانًجال يعشّفح عهى 0;:تـ x ln x
f (x) e ex

x
    

 
f

(C ذًثٍهٓا انثٍاًَ فً يعهى يرعايذ ٔ يرجاَظ ( O, i, j 

احغة -1  
x 0

lim f (x)


ٔ
x
lim f (x)


 . 

يرضاٌذج ذًايا عهىfتٍٍّ أٌ-2  0; ٔشكّم جذٔل ذغٍشاذٓا 

fأحغة -3  ،ثى يثّم انًُحُى(1)
f

(C عهى انًجال ( 0;2,5  
      

I ) gدانح يعشفح عهى 1; 3تـ: x
g(x) 2ln(x 1)

x 1
  


 

 ، ثى شكم جذٔل ذغٍشاذٓا. gٍشاخ انذانح غ( أدسط ذ1  

g(x)ٌ انًعادنح أتٍٍّ  (2  0  ذمثلا حهٍٍ احذًْا يعذٔو

0,8ٌحمك:  ٔاَخش 0,7  . 

 .g(x)، إشاسج  x(عٍٍّ ، حغة لٍى 3

4)h دانح عذدٌح يعشفح عهى 1; 3:تـ h(x) g(x) ² 

 .g(x)  ٔg'(x)تذلانح كلا يٍ   h'(x)أ( أحغة    

 . h، ثى  شكم جذٔل ذغٍشاخ انذانح h'(x)ب(عٍٍّ إشاسج   

II) fدانح عذدٌح يعشفح عهى 1; 3ٌهً: كًا 

  
x²

f (x) ;x 0
ln(x 1)

f (0) 0

   
 

 ٔ
f

(C ذًثٍهٓا انثٍاًَ (

 ثى أكرة  ذمثم الاشرماق عُذ انصفش، f(تٍٍّ أٌ انذانح 1

( يًاطTيعادنح نـ) 
f

(C  .0فً انُمطح راخ انفاصهح  (

يٍ  xتٍٍّ أَّ يٍ أجم كم  -( أ2   1;0 0;3  

 
 

xg(x)
f '(x)

ln(x 1) ²



 . f،ثى اعرُرج أذجاِ ذغٍش انذانح  

fتٍٍّ أٌ: -ب  ( ) 2 ( 1)   ثى عٍٍ حصشا نـ،f ( ) 

fأحغة -جـ (3) ٔ
x 1

lim f (x)


  f، ثى شكم جذٔل ذغٍشاخ 

تٍٍّ أَّ يٍ أجم كم -(أ3 x 1; 3 :ٌفئx ln(x 1) 0  . 

ادسط ٔضعٍح -ب  
f

(C  (.Tط)تانُغثح إنى انًًا (

( ٔانزي T( انًٕاصي نهًًاط )'T( عٍٍّ يعادنح نهًغرمٍى )4

ٌرماطع يع
f

(C  .3فً انُمطح راخ انفاصهح  (

(  ٔ'T( ، )T( أسعى )5
f

(C ). 

 عذد حهٕل m(َالش تٍاٍَا ، حغة لٍى انٕعٍط انحمٍمً 6

fانًعادنح:  (x) x m      
 

  g انذانح انعذدٌح انًعشفح عهى 0;:ًكًاٌه 

 g(x) x 1 2lnx   ٔٔ
g

(C  نٓاانًُحُى انًًثم  (

احغة -1 
x 0

lim g(x)


 .ٔفغش انُرٍجح تٍاٍَا

أ( تٍٍّ أٌ  -2 
x
lim g(x)


 . 

 g(1)جـ( أحغة        .gأدسط ذغٍشاخ انذانح  ب(    

g(x)د( تشٍْ اٌ انًعادنح    0  ذمثلا حهٍٍ يخرهفٍٍ احذًْا

  3,5حٍث 3,6. 

1ج ثى اشاس g(x)ْـ( اعرُرج اشاسج  
g( )

x
. 

3-f دانح عذدٌح يعشفح عهى 0;:ًكًاٌه 

f (x) x² x x² ln x ;x 0

f (0) 0

   
 

 

احغة -أ
x 0

f (x)
lim

x
 ٔفغش انُرٍجح ُْذعٍا. 

 .عُذ  fاحغة َٓاٌح انذانح -ب 

يٍ xتٍٍّ أَّ يٍ أجم  -جـ 0; ٌ1فئ
f '(x) xg( )

x
 

  fشكم جذٔل ذغٍشاخ انذانح -د. fٔاعرُرج اذجاِ ذغٍش انذانح  

1تٍٍّ أٌ  1
f ( )

2 ²




 
1ٔ اعرُرج حصشا نهعذد 

f ( )


   

أسعى انًُحُى -4
f

(C عهى انًجال fانًًثم نهذانح ( 0;3 
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