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ٳـــــــا٬تٱػڀ ◄

−ℝا٬ٱٙػ٠ة ٘٭ٽ  ٬𝑓ت٩ٳ ا٬طا٬ة  {1;  بـ: {3

𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3
;𝑜)تٱثځ٭ٹا ا٬بځاٴٿ ٠ٿ ٰفتٻِ ٰٵفٻب إ٬ٽ ا٬ٱٙ٭ٯ ا٬ٱتٙاٰط ٺا٬ٱتحاٴؿ  (𝐶𝑓)ٺٴفٱٿ  𝑖; 𝑗). 

٘ٵط أِػاٞ ٰحٱٻ٘ة تٙػڀ١ٹا، ثٯ ٠فػ ظ٧٬ ٸٵطـځا. 𝑓ذفب ٴٹاڀات ا٬طا٬ة ا (1

، ثٯ ل٫٩ جطٺ٪ تٝځػاتٹا.𝑓اضغؾ اتحاٶ تٝځػ ا٬طا٬ة  (2

ٻغپ اچذطاثځات.ٰر ٰٗ (𝐶𝑓)أٺجط ٴ٥ُ ت٥اِٗ ا٬ٱٵرٵٽ  (3

𝑥أٴٷ إظا ٨اٲ بځٳ  -أ(4 ∈ 𝐷𝑓  4) ٠إٲ − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓. 

𝑥بځٳ أٲ ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة  -ب = .(𝐶𝑓)ٰرٻغ تٵأػ ٬ـ  2

.(𝐶𝑓) ٰث٫ بځاٴځا ا٬ٱٵرٵٽ (5
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 ٳـــــــــا٬تٱػڀذ٫ ◄

٘ٵط أِػاٞ ٰحٱٻ٘ة تٙػڀ١ٹا: 𝑓ذفاب ٴٹاڀات ا٬طا٬ة  (1

−٠ℝة ٘٭ٽ ٙػٰ ٬𝑓طڀٵا ا٬طا٬ة  {1; ]1;∞−[ٰٙػ٠ة ٘٭ٽ ا٬ٱحا٪:  𝑓ا٬طا٬ة  ٰٙٵاٶ {3 ∪ ]1; 3[ ∪ ]3;+∞[ 

 غة ا٬ٱ٥اٮ ٨اڂتٿ:٬طڀٵا إلا

ذفاب ا٬ٵٹاڀات: -

lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = lim𝑥→−∞ (3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 ) = lim𝑥→−∞(3𝑥2𝑥2 ) = 3 • 

lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = lim𝑥→+∞ (3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 ) = lim𝑥→+∞(3𝑥2𝑥2 ) = 3 • 

lim𝑥<→1 𝑓(𝑥) = lim𝑥<→1(3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 ) = 10 = +∞ 

lim𝑥<→1(𝑥2ڄٲ: ) − 4𝑥 + 3) = 0+) 

• 

lim𝑥>→1 𝑓(𝑥) = lim𝑥>→1(3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 ) = 10 = −∞ 

lim𝑥>→1(𝑥2ڄٲ: ) − 4𝑥 + 3) = 0−)

• 

lim𝑥<→3 𝑓(𝑥) = lim𝑥<→3(3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 ) = 10 = −∞ 

lim𝑥<→3(𝑥2ڄٲ: ) − 4𝑥 + 3) = 0−)

• 

lim𝑥>→3 𝑓(𝑥) = lim𝑥>→3(3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 ) = 10 = +∞ 

lim𝑥>→3(𝑥2ڄٲ: ) − 4𝑥 + 3) = 0+)

•
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ت١فځػ ا٬ٵتائج ٸٵطـځا: -

• 𝑦 = ∞±ٰٻاؼ ٬را٫ٰ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ بحٻاغ  (𝐶𝑓)ٰٙاض٬ة ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٬ـ  3
• 𝑥 = ∞±ٰٻاؼ ٬را٫ٰ ٰرٻغ ا٬تػاتځب بحٻاغ  (𝐶𝑓)ٰٙاض٬ة ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٬ـ  1
• 𝑥 = ∞±ٰٻاؼ ٬را٫ٰ ٰرٻغ ا٬تػاتځب بحٻاغ  (𝐶𝑓)ب ٬ـ ٰٙاض٬ة ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغ 3
:𝑓ضغاـة إتحاٶ تٝځػ ا٬طا٬ة  (2

 لت٥ا٢ ٘٭ٽ ٰحا٪ تٙػڀ١ٹاٰٙػ٠ة ٺ٤اب٭ة ٬ډ ٬𝑓طڀٵا ا٬طا٬ة 

 :𝑓′(𝑥)ٴرفب  :أٺڈ

𝑓′(𝑥) = (3𝑥 − 12)(𝑥2 − 4𝑥 + 3) − (2𝑥 − 4)(3𝑥2 − 12𝑥 + 10)(𝑥2 − 4𝑥 + 3)2= −2𝑥 + 4(𝑥2 − 4𝑥 + 3)2
 𝑓′(𝑥)ٴطغؾ إلاغة ثاٴځا: 

𝑥2)٬طڀٵا  − 4𝑥 + 3)2 > 2𝑥−) ٰٳ إلاغة ا٬بفُ 𝑓′(𝑥)ٺٰٵٷ إلاغة  0 + 4) 

2𝑥−٬طڀٵا:  + 4 = 0
2𝑥− ٺٰٵٷ  = −4
𝑥 ٺٰٵٷ = 2 

 جطٺ٪ ا٬تٝځػات:ا٬ثا: ث
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 :ٰٗ ٰرٻغپ اچذطاثځات (𝐶𝑓)ت٥اِٗ ا٬ٱٵرٵٽ  إڀحاض ٴ٥ُ (3

 ٰٗ ٰرٻغ ا٬تػاتځب:

 ► 𝑓(0)ٰٗ ٰرٻغ ا٬تػاتځب ٴرفب  (𝐶𝑓)ت٥اِٗ ا٬ٱٵرٵٿ  چڀحاض ٴ٥ُ ◄

𝑓(0) = 3(0)2 − 12(0) + 10(0)2 − 4(0) + 3 = 103  

 ٺٰٵٷ:

(𝐶𝑓) ∩ (𝑦𝑦′) = {(0; 103 )} 
 ٰٗ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫:

𝑓(𝑥)ٰٗ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ ٴر٫ ا٬ٱٙاض٬ة  (𝐶𝑓)چڀحاض ٴ٥ُ ت٥اِٗ ا٬ٱٵرٵٿ  ◄ = 0 ► 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 = 0 ⇒ {3𝑥2 − 12𝑥 + 10… 𝑥2ٺ(1) − 4𝑥 + 3 ≠ 0  

 ٴحط: (1)ٴر٫ 

Δ = (−12)2 − 4(3)(10) = 24 

{  
  𝑥1 = −𝑏 − √Δ2𝑎 = 12 − √246𝑥2 = −𝑏 + √Δ2𝑎 = 12 + √246  

 ٺٰٵٷ:

(𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥′) = {(12 − √246 ; 0) , (12 + √246 ; 0)} 
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𝑥ٳ أٴٷ إظا ٨اٲ ځتبځ  -أ (4 ∈ 𝐷𝑓   4)٠إٲ − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓:

٬𝑥طڀٵا  ∈ 𝐷𝑓 ٺٰٵٷ :𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]1; 3[ ∪ ]3;+∞[ 

𝑥 :ٺٰٵٷ ∈ 𝑥  أٺ ]∞+;3[ ∈ ]1; 𝑥  أٺ ]3 ∈ ]−∞; 1[ 

𝑥 :ٺٰٵٷ > 1  أٺ 3 < 𝑥 < 𝑥 أٺ 3 < 1 

𝑥− :ٰٵٷٺ < 3−  أٺ   3− < −𝑥 < 𝑥− أٺ   1− > −1
4 :ٺٰٵٷ − 𝑥 < 1  أٺ 1 < 4 − 𝑥 < 4 أٺ 3 − 𝑥 > 3 

4) :ٺٰٵٷ − 𝑥) ∈ 4)  أٺ ]1;∞−[ − 𝑥) ∈ ]1; 4) أٺ ]3 − 𝑥) ∈ ]3;+∞[ 

4)إظٲ:  − 𝑥) ∈ ]−∞;1[ ∪ ]1; 3[ ∪ ]3;+∞[ 

𝑥بځٳ أٲ ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة ت  -ب =  :(𝐶𝑓)ٰرٻغ تٵأػ ٬ـ  2

𝑥چثبات أٲ ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة  = 𝑎 ٬ـ تٵأػ ٰرٻغ (𝐶𝑓)  ٰا ڀ٭ٿ:ٴبځٳ 

{ 2𝑎 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓𝑓(2𝛼 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)
(2)2)أٺڈ ٴثبت أٲّ  − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓 

4)ٰٳ ا٬فؤا٪ ا٬فاب٣ ٬طڀٵا:  − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓 

تع٨ځــػ
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𝑓(2(4)ثاٴځا ٴثبت أٲّ  − 𝑥) = 𝑓(𝑥): 

𝑓(4 − 𝑥) = 3(4 − 𝑥)2 − 12(4 − 𝑥) + 10(4 − 𝑥)2 − 4(4 − 𝑥) + 3  

= 3(42 − 2(4)(𝑥) + 𝑥2) − 48 + 12𝑥 + 1042 − 2(4)(𝑥) + 𝑥2 − 16 + 4𝑥 + 3  

= 3(16 − 8𝑥 + 𝑥2) − 38 + 12𝑥𝑥2 − 4𝑥 + 3  

= 3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3  

= 𝑓(𝑥) 
𝑥اظٲ ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة  =  .(𝐶𝑓)ٰرٻغ تٵأػ ٬ـ  2
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:(𝐶𝑓) ٿ٭ٱٵرٵا٬تٱثځ٫ ا٬بځاٴٿ ٬ (5

 ٘٭ٽ ٰٙ٭ٯ ٰتٙاٰط ٺٰتحاٴؿ: (𝐶𝑓)شّٻات إٴماء ا٬ٱٵرٵٽ 

𝑦: ا٬ٱفت٥ځٱات ا٬ٱ٥اغبةٴػـٯ  • = 𝑥  ٺ  3 = 𝑥 ٺ 1 = 3
𝑥ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة ا٬ٱفت٥ځٯ ٴػـٯ  • =  (𝐶𝑓) تٵأػ ٬ـ ٰرٻغ  2

(′𝑦𝑦)ٺ  (′𝑥𝑥) ٰٗ ٰرٻغپ اچذطاثځات (𝐶𝑓)ت٥اِٗ ا٬ٱٵرٵٽ ٴ٥ُ ٴٙځٳ •
ا٬ػـٯثٯ باـتٙٱا٪ جطٺ٪ ا٬تٝځػات ٴ٩ٱ٫  •

►با٬تٻ٠ځ٣ ٺا٬ٵحاخ ٠ٿ لٹاضة ا٬ب٩ا٬ٻغڀا ◄
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