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 اچجابة ا٬فؤا٪

٠𝐥𝐢𝐦𝒙→𝒂 𝒇(𝒙)فػ بځاٴځا: = ±∞ 

(𝐶𝑓)  ٰرٻغ  ٰٻاؼڀا ٬را٫ٰڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٱا ٥ٰاغبا

𝑥ٰٙاض٬تٷ: ، ا٬تػاتځب = 𝑎 

٠𝐥𝐢𝐦𝒙→±∞ 𝒇(𝒙)فػ بځاٴځا: = 𝒃 

(𝐶𝑓)  ا١٬ٻاو٫ٰرٻغ  ٰٻاؼڀاڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٱا ٥ٰاغبا 

𝑦ٰٙاض٬تٷ:  = 𝑏 

٠𝐥𝐢𝐦𝒙→±∞ [𝒇(𝒙)فػ بځاٴځا: − (𝒂𝒙 + 𝒃)] = 𝟎 

(𝐶𝑓)  :ڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٱا ٥ٰاغبا ٰائډ ٰٙاض٬تٷ𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏  ٘ٵط±∞ 

:(∆)بځٳ أٲ ا٬ٱفت٥ځٯ  𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃  ٥ٰاغب ٰائ٫ ٬ـ (𝑪𝒇) 
lim𝑥→∞ [𝑓(𝑥)ٴبػٸٳ:  − (𝑎𝑥 + 𝑏)] = 0

ڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٱا ٥ٰاغبا ٰائډ ڀّ٭ب تٙځځٳ  (𝑪𝒇)بځٳ أٲ 

ٰٙاض٬تٷ

ٰډذٕة:

 شان بمٙبتٿ: غڀاٌځات + ت٥ٵٿ غڀاٌٿ )*(

𝑓(𝑥)إظا ٨اٲ: •  = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑔(𝑥)
lim𝑥→±∞𝑔(𝑥)ٴبػٸٳ  = 0

𝑦: ٺٰٙاض٬ة ا٬ٱفت٥ځٯ = 𝑎𝑥 + 𝑏
:)*(إظا ٬ٯ ڀ٩ٳ ظ٧٬• 

٨𝑎ٱا ڀ٭ٿ: ℝٰٳ  𝑏ٺ 𝑎ٴرفب ا٬ٙطضڀٳ  = lim𝑥→±∞ 𝑓(𝑥)𝑥𝑏 = lim𝑥→±∞ [𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥] 
 ٺظ (∆)ٺا٬ٱفت٥ځٯ  (𝑪𝒇) ا٬ٻٌٗ ا٬ٵفبٿ بځٳ ضغؾ ا

:(∆)  ا٬ٱٙاض٬ة: 𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃 

 ٴّب٣ ٴ١ؿ اچجابة ٘٭ٽ ا٬فؤا٪:

𝒅(𝒙) ، بٻٌٗ:(𝑪𝒈)ٺ (𝑪𝒇)غؾ ٺٌٙځة ا٬ٱٵرٵځځٳ اض = 𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙) 
𝑑(𝑥)ٴطغؾ إلاغة ا١٬ػ٢:  = 𝑓(𝑥) − 𝑦

 •⟺ 𝑑(𝑥) > 0 (𝐶𝑓)  ڀ٥ٗ ٠ٻ٢(∆) 

 •⟺ 𝑑(𝑥) = 0 (𝐶𝑓) ّٗڀ٥ (∆) 

 •⟺ 𝑑(𝑥) < 0 (𝐶𝑓)  ڀ٥ٗ ترت(∆) 

٠𝐥𝐢𝐦𝒙→±∞ [𝒇(𝒙)فػ بځاٴځا: − 𝒈(𝒙)] = 𝟎 
 ∞±ٰت٥اغباٲ ٘ٵط  (𝐶𝑔)ٺ (𝐶𝑓)ا٬ٱٵرٵځځٳ 

ا٬ٻٌٙځة ا٬ٵفبځة \ا٬ٱ٥اغبات  \ا٬ف٭ٻ٦ ا٬ت٥اغبٿ    1

قلم الجزائر
WWW.DZPEN.COM

https://www.dzpen.com


3

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

𝐷𝑓  ٸٿ ٰحٱٻ٘ة تٙػڀٟ ا٬طا٬ة𝑓
 اچجابة ا٬فؤا٪

} ٴبځٳ أٲّ: (𝑪𝒇)ٰػ٨ؽ تٵأػ  𝛀(𝜶;𝜷)ا٬ٵ٥ّة بځّٳ أٲّ  2𝛼 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓𝑓(2𝛼 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2𝛽 

𝒇(𝜶 بځّٳ أٲّ + 𝒙) + 𝒇(𝜶 − 𝒙) = 𝟐𝜷
 ج؟تٰاظا تفتٵ

;Ω(𝛼 ٰتٵأػ با٬ٵفبة إ٬ٽ ا٬ٵ٥ّة (𝐶𝑓) ٴفتٵج أٲّ: 𝛽) 

:𝒅ا٬ٱفت٥ځٯ بځّٳ أٲّ  𝒙 = 𝜶  ٰرٻغ تٵأػ(𝑪𝒇) :ّٴبځٳ أٲ { 2𝛼 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓𝑓(2𝛼 − 𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝒇(𝜶 بځّٳ أٲّ + 𝒙) = 𝒇(𝜶 − 𝒙)
 ج؟تٰاظا تفتٵ

:(𝑑)ا٬ٱفت٥ځٯ ٰتٵأػ با٬ٵفبة إ٬ٽ  (𝐶𝑓) ٴفتٵج أٲّ: 𝑥 = 𝛼 

} ٴبځٳ أٲّ: ٠ػضڀة 𝒇ا٬طا٬ة بځّٳ أٲّ  −𝑥 ∈ 𝐷𝑓𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)
} ٴبځٳ أٲّ: ؼٺجځة 𝒇ا٬طا٬ة بځّٳ أٲّ  −𝑥 ∈ 𝐷𝑓𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝒇(−𝒙) بځٳ أٲّ: + 𝒇(𝒙) = 𝟎
 ج؟تٰاظا تفتٵ

ٴفتٵتج أٲّ: 𝑓  ٠ػضڀة، ٺٰبطا ا٬ٱٙ٭ٯ ٰػ٨ؽ تٵأػ(𝐶𝑓) 

𝒇(−𝒙) بځٳ أٲّ: − 𝒇(𝒙) = 𝟎
 ج؟تٰاظا تفتٵ

ٰتٵأػ با٬ٵفبة إ٬ٽ  (𝐶𝑓)ؼٺجځة، ٺ 𝑓 ٴفتٵتج أٲّ:

 (′𝑦𝑦)ٰرٻغ ا٬تػاتځب ذا٫ٰ 

𝒇(𝜶 بځٳ أٲّ: − 𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝜷
 ج؟تٰاظا تفتٵ

ٴفتٵتج أٲّ: (𝐶𝑓) ٰتٵأػ با٬ٵفبة إ٬ٽ ا٬ٵ٥ّةΩ(𝛼2 ; 𝛽2) 

𝒇(𝜶 بځٳ أٲّ: − 𝒙) − 𝒇(𝒙) = 𝟎 

 ج؟تٰاظا تفتٵ

ٴفتٵتج أٲّ: (𝐶𝑓) ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة ٰتٵأػ با٬ٵفبة إ٬ٽ ا٬ٱفت٥ځٯ: 𝑥 = 𝛼2 

ځة ضا٬ةل١ٙ \٘ٵاوػ تٵأػ ٰٵرٵٽ  2
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ٰػـٻٰا ٠ٿ ٰٙ٭ٯ ٮ ٮ، (𝑪𝒇)ڀّٙٽ ٧٬ ا٬ٱٵرٵٽ 

ٰٗ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫. (𝑪𝒇)٘ځٳ ٠ٻاو٫ ٴ٥ُ ت٥اِٗ  •

 𝒇(𝒙)اـتٵتج إلاغة  •

𝑓(𝑥)ٴر٫ بځاٴځا ا٬ٱٙاض٬ة: •  = 0
إٰا ٠ٻ٢  (𝐶𝑓)ثٯ ٴرطض ا٬ٱحاڈت ا٬تٿ ڀ٩ٻٲ ٘٭ځٹا • 

ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ ٺإٰا أـ١٭ٷ

 𝑓(𝑥)ٺأشځػا ٴرطض إلاغة 

 𝒇(𝒙)ـتٵتج إلاغة اٺ 𝒇(𝜶)أذفب • 
𝑓(𝛼)ٴحط  = إٰا  𝑓(𝑥)ثٯ ٴرطض ا٬ٱحاڈت ذځث:  0

 ٰٻجبة أٺ ـا٬بة

𝒇(𝒙)بځٳ أٲ ا٬ٱٙاض٬ة  • = 𝒌  ت٥ب٫ ذ٫ ٺذځط𝜶  :ذځث 𝒂 < 𝜶 < 𝒃
أٺ بىځٝة أشػټ:

ا٬عپ ٰٙاض٬تٷ: (𝚫)ڀ٥ّٗ ا٬ٱفت٥ځٯ  (𝑪𝒇)بځٳ أٲّ  𝒚 = 𝒌  ٠ٿ ٴ٥ّة ٺذځطة ٠او٭تٹا𝜶 
;𝑎]ٰفتٱػة ٺغتځبة تٱاٰا ٘٭ٽ  𝑓ٴبځٳ أٲّ: •  𝑏]
ٰرىٻغ بځٳ  𝑘ٺٴبځٳ أٲّ  𝑓(𝑏)ٺَ  𝑓(𝑎)ٺٴرفب: •  𝑓(𝑎)  َٺ𝑓(𝑏)  ٠ځٵتج ٺجٻض𝛼  ٺذځط ٰٳ[𝑎; 𝑏] 

𝑓(𝛼)ذځث:  = 𝑘 

𝒇(𝒙)بځٳ أٲّ ا٬ٱٙاض٬ة: •  =  𝜶ت٥ب٫ ذډ ٺذځطا  𝟎
𝒂ذځث:  < 𝜶 < 𝒃

 أٺ بىځٝة أشػټ:

ڀ٥ّٗ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ ٠ٿ ٴ٥ّة ٺذځطة  (𝑪𝒇)بځٳ أٲّ 

 ٠𝜶او٭تٹا 

;𝑎]ٰفتٱػة ٺ غتځبة تٱاٰا ٘٭ٽ  𝑓ٴبځٳ أٲّ •  𝑏]
𝑓(𝑏)ٺَ  𝑓(𝑎)ٺٴرفب: • 

𝑓(𝑎)ٺٴحط:  × 𝑓(𝑏) < 0 

;𝑎]ٺذځط ٰٳ  𝛼ٺڀٵتج ٺجٻض  𝑏]
𝑓(𝛼)ذځث:  = 0 

ځٯ ا٬ٱتٻـّةٰبػٸٵة ا٥٬ \إلاغة ضا٬ة  3
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٠𝐥𝐢𝐦𝒉→𝟎فّػ: 𝒇(𝒉 + 𝒂) − 𝒇(𝒂)𝒉 = 𝒍 
𝐥𝐢𝐦𝒙→𝒂أٺ: 𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)𝒙 − 𝒂 = 𝒍 

 •𝑓  ت٥ب٫ اڈلت٥ا٢ ٘ٵط𝑎  ٺ𝑓′(𝑥) = 𝑙
 •(𝐶𝑓)  ڀ٥ب٫ ٘ٵط ا٬ٵ٥ّة𝐴(𝑎; 𝑓(𝑎))  ٰٱاـا

 𝑙ٰٙا٫ٰ تٻجځٹٷ 
٠𝐥𝐢𝐦𝒉→𝟎فّػ: 𝒇(𝒉 + 𝒂) − 𝒇(𝒂)𝒉 = 𝟎 

 •𝑓  ت٥ب٫ اڈلت٥ا٢ ٘ٵط𝑎  ٺ𝑓′(𝑥) = 0 

 •(𝐶𝑓)  ڀ٥ب٫ ٘ٵط ا٬ٵ٥ّة𝐴(𝑎; 𝑓(𝑎))  ٰٱاـا

𝑦ٰٙاض٬تٷ  ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ذا٫ٰ ڀٻاؼپ  = 𝑓(𝑎) 

٠𝐥𝐢𝐦𝒉<>→ 𝟎فّػ: 𝒇(𝒉 + 𝒂) − 𝒇(𝒂)𝒉 = ±∞ 

 •𝑓  ڈ ت٥ب٫ اڈلت٥ا٢ ٘ٵط𝑎  ٺ(𝐶𝑓)  ڀ٥ب٫ ٘ٵط

;𝐴(𝑎ا٬ٵ٥ّة  𝑓(𝑎))  ٰٱاـا )أٺ ٴىٟ ٰٱاؾ( ڀٻاؼپ

𝑥ٰٙاض٬تٷ  ٰرٻغ ا٬تػاتځبذا٫ٰ  = 𝑎 

٠فّػ:

𝐥𝐢𝐦𝒉>→𝟎 𝒇(𝒉 + 𝒂) − 𝒇(𝒂)𝒉 = 𝒍𝟏 

𝐥𝐢𝐦𝒉>→𝟎ٺَ 𝒇(𝒉 + 𝒂) − 𝒇(𝒂)𝒉 = 𝒍𝟐 

𝒍𝟏ذځث:  ≠ 𝒍𝟐 

 •𝑓  ڈ ت٥ب٫ اڈلت٥ا٢ ٘ٵط𝑎.
 •(𝐶𝑓)  ڀ٥ب٫ ٘ٵط ا٬ٵ٥ّة𝐴(𝑎; 𝑓(𝑎))  ٴى١ٿ

𝑙2ٺ  𝑙1٘٭ٽ ا٬تػتځب  تٻجځٹٹٱا ٰٱاـځٳ ٰٙاٰ٭ٿ
;𝐴(𝑎ٺتفٱٽ ا٬ٵ٥ّة  𝑓(𝑎)) .ٴ٥ّة ؼاٺڀة 

ٹٵطـٿا٬ٙطض ا٬ٱمت٣ ٺت١فځػٶ ا٬ 4
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٠ٿ ا٬ٵ٥ّة ظات ا١٬او٭ة  (𝑪𝒇)٘ځٳ ٰٙاض٬ة ا٬ٱٱاؾ ٬ـ  𝒙𝟎 

𝑦 ٴ٩تب ا٬ٱٙاض٬ة = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

ٺ ٴٙٻي ٠ٿ ا٬ٱٙاض٬ة  𝑓′(𝑥0)ٺ  𝑓(𝑥0)ثٯ ٴرفب 

 أ٘ډٶ

٠ٿ ا٬ٵ٥ّة ظات ا٬تػتځبة  (𝑪𝒇)٘ځٳ ٰٙاض٬ة ا٬ٱٱاؾ ٬ـ  𝒚𝟎 

𝑓(𝑥0)بر٫ ا٬ٱٙاض٬ة  𝑥0ٴبرث ٘ٳ  = 𝑦0
 𝑥0ثٯ ٴ٩تب ٰٙاض٬ة ا٬ٱٱاؾ ٘ٵط 

𝒇′(𝒙𝟎)٘ځٳ بځاٴځا ا٬ٙطض ا٬ٱمت٣ 
ٰډذٕة:

𝒇′(𝒙𝟎)ٰٙا٫ٰ تٻجځٷ ا٬ٱٱاؾ = 

𝑓′(𝑥) ٰٙا٫ٰ ا٬تٻجځٷ = = 𝑦𝐴 − 𝑦𝐵𝑥𝐴 − 𝑥𝐵  

 ٰٳ ا٬ٱٱاؾ 𝐵ٺ 𝐴ذځث 

𝑓′(𝑥0)بر٫ ا٬ٱٙاض٬ة  𝑥0ٴبرث ٘ٳ  ؟ 𝒂ٰٙا٫ٰ تٻجځٹٹا ڀفاٺپ  (𝑪𝒇)ٸ٫ تٻجط ٰٱاـات ٬ـ  = 𝑎
 ٘طض ا٬ر٭ٻ٪ ڀٱث٫ ٘طض ا٬ٱٱاـات

تٻاؼپ ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ  (𝑪𝒇)ٸ٫ تٻجط ٰٱاـات ٬ـ 

𝒚ا٬ٱٙاض٬ة  = 𝒂𝒙 + 𝒃 ؟ 

𝑓′(𝑥0)بر٫ ا٬ٱٙاض٬ة  𝑥0ٴبرث ٘ٳ  = 𝑎
 ا٬ٱٱاـات٘طض ا٬ر٭ٻ٪ ڀٱث٫ ٘طض 

;𝑨(𝒂تمٱ٫ ا٬ٵ٥ّة  (𝑪𝒇)ٸ٫ تٻجط ٰٱاـات ٬ـ  𝒃) ؟ 
𝑏بر٫ ا٬ٱٙاض٬ة 𝑥0ٴبرث ٘ٳ  = 𝑓′(𝑥0)(𝑎 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

 ٘طض ا٬ر٭ٻ٪ ڀٱث٫ ٘طض ا٬ٱٱاـات

ٺ تٙاٰط ا٬ٱفت٥ځٯ ظ (𝑪𝒇)ٸ٫ تٻجط ٰٱاـات ٬ـ 

𝒚ا٬ٱٙاض٬ة  = 𝒂𝒙 + 𝒃 )؟ )٠ٿ ٰٙ٭ٯ ٰتٙاٰط ٺٰتحاٴؿ 

𝑓′(𝑥0)بر٫ ا٬ٱٙاض٬ة 𝑥0ٴبرث ٘ٳ  = −1𝑎
 ٘طض ا٬ر٭ٻ٪ ڀٱث٫ ٘طض ا٬ٱٱاـات

ا٬ٱٱاــــــــات 5
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,𝒂تػجٱتٹا إ٬ٽ ٰٙاضڈت ٬تٙځځٳ ا٬ثٻابت:  ا٬ٱّٙځات 𝒃, 𝒄 (𝑪𝒇)  ڀ٥ب٫ ٠ٿ ا٬ٵ٥ّة𝑨(𝒙𝟎; 𝒚𝟎)  ٰٱاـا ڀٻاؼپ

ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫.

;𝑨(𝒙𝟎ڀ٥ب٫ ظغٺة ٠ٿ ا٬ٵ٥ّة  (𝑪𝒇) أٺ: 𝒚𝟎) 

𝑓(𝑥0)}ٴر٫ ا٬حٱ٭ة: = 𝑦0𝑓′(𝑥0) = 0 

(𝑪𝒇)  ڀ٥ب٫ ٠ٿ ا٬ٵ٥ّة ظات ا١٬او٭ة𝒙𝟎  ٰٱاـا ڀٻاؼپ

 ا٬ٱفت٥ځٯ ظٺ ا٬ٱٙاض٬ة:
 𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒌 

𝑓(𝑥0)}ٴر٫ ا٬حٱ٭ة: = 𝑚𝑥0 + 𝑘𝑓′(𝑥0) = 𝑚
(𝑪𝒇)  ڀ٥ب٫ ٠ٿ ا٬ٵ٥ّة𝑨(𝒙𝑨; 𝒚𝑨)  ٰٱاـا ڀمٱ٫

;𝑩(𝒙𝑩ا٬ٵ٥ّة  𝒚𝑩) 

ٴر٫ ا٬حٱ٭ة:

{ 𝑓(𝑥𝐴) = 𝑦𝐴𝑓′(𝑥0) = 𝑦𝐴 − 𝑦𝐵𝑥𝐴 − 𝑥𝐵

,𝑎بثٻابت ٰحٹٻ٬ة  𝑓(𝑥) ٘باغة إڀحاض 6 𝑏
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 ٠إٲّ  إظا ٨اٲ

𝒈(𝒙) = −𝒇(𝒙) (𝐶𝑔)  ڀٵأػ(𝐶𝑓)  با٬ٵفبة إ٬ٽ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫(𝑥𝑥′) 

𝒈(𝒙) = 𝒇(|𝒙|) 𝑔  :ؼٺجځة، ٺ٘ٵطٰا𝑥 ≥ ٰٵّب٥ا  (𝐶𝑔)، ڀ٩ٻٲ 0

 (𝐶𝑓)٘٭ٽ 

𝒈(𝒙) = |𝒇(𝒙)| (𝐶𝑔)  ڀٵّب٣ ٘٭ٽ(𝐶𝑓)  ٠ٿ ا٬ٱحاڈت ا٬تٿ ت٩ٻٲ

ٰٻجبة. 𝑓٘٭ځٹا 

٠ٿ  (′𝑥𝑥)با٬ٵفبة إ٬ٽ  (𝐶𝑓) ڀٵأػ  (𝐶𝑔) ٺَ

 ـا٬بة. 𝑓٘٭ځٹا  ا٬ٱحاڈت ا٬تٿ ت٩ٻٲ

(𝐶𝑓)إٴّډ٤ا ٰٳ ا٬ٱٵرٵٽ  (𝐶𝑔)غـٯ ٰٵرٵٽ  7
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