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► 2ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | 4 ٬ٻٜاغتٱځةضغاـة ضا٬ة 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ا٬تٱػڀـــــــٳ ◄

(I) ٴٙتبػ ا٬طا٬ة𝑔  0[ا٬ٱٙػ٠ة ٘٭ٽ; ٨𝑔(𝑥)ٱا ڀ٭ٿ: ]∞+ = (ln 𝑥)3 + 1 

. 𝑔اضغؾ تٝځػات ا٬طا٬ة  (1
𝑔(𝑥)ذ٫ ا٬ٱٙاض٬ة  (2 = 0 .
;0[٘٭ٽ ا٬ٱحا٪  𝑔(𝑥)اـتٵتج إلاغة  (3 +∞[ .

(II) ٴٙتبػ ا٬طا٬ة𝑓  0[ا٬ٱٙػ٠ة ٘٭ٽ; 1[∪]1; ٨𝑓(𝑥)ٱا ڀ٭ٿ:  ]∞+ = (ln 𝑥)2 + 1 − 2ln 𝑥
;𝑜)تٱثځ٭ٹا ا٬بځاٴٿ ٠ٿ ٰفتٻِ ٰٵفٻب إ٬ٽ ا٬ٱٙ٭ٯ ا٬ٱتٙاٰط ا٬ٱتحاٴؿ  (𝐶𝑓) ٺٴفٱٿ  𝑖, 𝑗) .

٘ٵط أِػاٞ ٰحٱٻ٘ة تٙػڀ١ٹا. 𝑓اذفب ٴٹاڀات ا٬طا٬ة  (1
;0[ٰٳ ا٬ٱحا٪  𝑥بځٳ أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨  (2 1[∪]1; 𝑓′(𝑥) ڀ٩ٻٲ: ]∞+ = 2 𝑔(𝑥)𝑥(ln 𝑥)2
. 𝑓ثٯ ل٫٩ جطٺ٪ تٝځػات ا٬طا٬ة  𝑓′(𝑥)اـتٵتج إلاغة (3

(III) ٴٙتبػ ا٬طا٬ةℎ  0[ا٬ٱٙػ٠ة ٘٭ٽ; ٨ℎ(𝑥)ٱا ڀ٭ٿ:   ]∞+ = (ln 𝑥)2 + 1
;𝑜)تٱثځ٭ٹا ا٬بځاٴٿ ٠ٿ ٰفتٻِ ٰٵفٻب إ٬ٽ ا٬ٱٙ٭ٯ ا٬ٱتٙاٰط ا٬ٱتحاٴؿ  (𝐶ℎ) ٺٴفٱٿ  𝑖, 𝑗) .

. ℎاضغؾ تٝځػات ا٬طا٬ة  (1
𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥)اذفب  (2 − ℎ(𝑥)] ـځا.ثٯ ٠فػ ا٬ٵتحځة ٸٵط

. (𝐶ℎ) ٺ  (𝐶𝑓) اضغؾ ا٬ٻٌٗ ا٬ٵفبٿ بځٳ ا٬ٱٵرٵځځٳ  (3
ٴ٥ّة اٴّٙاٞ ڀُّ٭ب اذطاثځځٹا . 𝐴ڀ٥ب٫  (𝐶 ℎ) بځٳ أٲ  (4
. ٠𝐴ٿ ا٬ٵ٥ّة  (𝐶ℎ) ٬ـ  (𝑇)ا٨تب ٰٙاض٬ة ا٬ٱٱاؾ (5
؟ (𝐶𝑓) ، ٰاظا تفتٵتج با٬ٵفبة ٬٭ٱٵرٵٿ  𝑓(𝑒)اذفب (6
. (𝑇) ٺ (𝐶ℎ) ،  (𝐶𝑓) ٰث٫ بځاٴځا ٠ٿ ٴ١ؿ ا٬ٱٙ٭ٯ ٨ډ ٰٳ (7
𝑒𝑚(ln ا٬تا٬ځة: 𝑚ٺا٬ٻـځُ ا٬ر٥ځ٥ٿ  𝑥ٴٙتبػ ا٬ٱٙاض٬ة ظات ا٬ٱحٹٻ٪  (8 𝑥)3 + 𝑒𝑚(ln 𝑥) − ln 𝑥 − 2𝑒𝑚 = 0 … (𝐸) 

 (𝐸)٘طض ذ٭ٻ٪ ا٬ٱٙاض٬ة  𝑚ٴا٤ك بځاٴځا ذفب ٤ځٯ  -
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► 3ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | 4 ٬ٻٜاغتٱځةضغاـة ضا٬ة 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ا٬تٱػڀـــٳذ٫  ◄

(I)
: 𝑔ضغاـة تٝځػات ا٬طا٬ة  (1
•ذفاب ا٬ٵٹاڀات: - 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→0[𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→0[(ln 𝑥)3 + 1] = −∞ • 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[(ln 𝑥)3 + 1] = +∞ 

𝑔′(𝑥) :𝑔′(𝑥)ضغاـة - = 3 1𝑥 (ln 𝑥)2
 

٬𝑔′(𝑥)طڀٵا:  > 0 
𝑔′(1)ٺ  = 0  

 ٺٰٵٷ
 ∞− 𝑥 + 0 + 𝑔′(𝑥) +∞ 𝑔(𝑥) 0 0 1 ∞+جطٺ٪ ا٬تٝځػات: -

𝑔(𝑥)ذ٫ ا٬ٱٙاض٬ة  (2 = 0 :
𝑔(𝑥) ٬طڀٵا: = 0 ⇒ (ln 𝑥)3 + 1 ⇒ (ln 𝑥)3 = −1⇒ ln 𝑥 = −1⇒ 𝑥 = 𝑒−1

𝑔(𝑥)اظٲ ذ٭ٻ٪ ا٬ٱٙاض٬ة  = 0: 𝑠 = {𝑒−1} 

;0[٘٭ٽ ا٬ٱحا٪  𝑔(𝑥)اـتٵتاج إلاغة  (3 +∞[ :

+∞ 𝑒−1
 0 𝑥 + 0 − 𝑔(𝑥) 

(II)
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 ► 4ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | 4 ٬ٻٜاغتٱځةضغاـة ضا٬ة 

 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

• ٘ٵط أِػاٞ ٰحٱٻ٘ة تٙػڀ١ٹا: 𝑓ذفاب ٴٹاڀات ا٬طا٬ة  (1 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→0[𝑓(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→0 [(ln 𝑥)2 + 1 − 2ln 𝑥] = +∞ • 𝑙𝑖𝑚𝑥 <→1[𝑓(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥 <→1 [(ln 𝑥)2 + 1 − 2ln 𝑥] = − 20− = +∞ • 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→1[𝑓(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→1 [(ln 𝑥)2 + 1 − 2ln 𝑥] = − 20+ = −∞ • 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ [(ln 𝑥)2 + 1 − 2ln 𝑥] = +∞ 

 ا٬ت١فځػ ا٬ٹٵطـٿ: -

•  (𝐶𝑓) ٰٙاض٬تٷ  ∞+ب ٘ٱٻضپ بحٻاغ ڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغ𝑥 = 0 

• (𝐶𝑓)  ٰٙاض٬تٷ  ∞±ڀ٥ب٫ ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٘ٱٻضپ بحٻاغ𝑥 = 1 

;0[ٰٳ ا٬ٱحا٪  𝑥تبځځٳ أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨  (2 1[∪]1; 𝑓′(𝑥)ڀ٩ٻٲ:  ]∞+ = 2 𝑔(𝑥)𝑥(ln 𝑥)2 : 

𝑓′(𝑥) = 2 1𝑥 ln 𝑥 − ( − 2𝑥(ln 𝑥)2) 

= 2 ln 𝑥𝑥 + 2𝑥(ln 𝑥)2 = 2 [(ln 𝑥)3 + 1𝑥(ln 𝑥)2 ] = 2𝑔(𝑥)𝑥(ln 𝑥)2 

 : 𝑓′(𝑥)اـتٵتاج إلاغة  (3

٬𝑥(lnطڀٵا:  𝑥)2 > 0 

 .𝑔(𝑥)ٰٳ الاغة  𝑓′(𝑥)ٺٰٵٷ إلاغة 
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►5ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | 4 ٬ٻٜاغتٱځةضغاـة ضا٬ة 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

: 𝑓جطٺ٪ تٝځػات ا٬طا٬ة  - +∞ 1 𝑒−1
 0 𝑥 + + 0−𝑓′(𝑥) +∞ +∞ +∞ 𝑓(𝑥) −∞ 4 

(III)
: ℎضغاـة تٝځػات ا٬طا٬ة  (1
•ا٬ٵٹاڀات: - 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→0[ℎ(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥 >→0[(ln 𝑥)2 + 1] = +∞ • 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[ℎ(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[(ln 𝑥)2 + 1] = +∞ 

ℎ′(𝑥) :ℎ′(𝑥)ضغاـة - = 2𝑥 ln 𝑥 

٬2𝑥طڀٵا  > ln ٺٰٵٷ : 0 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

 ℎ: +∞ 1 0 𝑥 + 0−ℎ′(𝑥) +∞ +∞ ℎ(𝑥) 1جطٺ٪ تٝځػات ا٬طا٬ة  -

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥)ذفاب  (2 − ℎ(𝑥)] :𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ [(ln 𝑥)2 + 1 − 2ln 𝑥 − (ln 𝑥)2 − 1]= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ [− 2ln 𝑥] = 0 

ا٬ت١فځػ ا٬ٹٵطـٿ: -  (𝐶ℎ)  ٺ (𝐶𝑓)  ٰت٥اغباٲ بحٻاغ+∞ 
: (𝐶ℎ) ٺ  (𝐶𝑓) ضغاـة ا٬ٻٌٗ ا٬ٵفبٿ بځٳ ا٬ٱٵرٵځځٳ  (3

𝑓(𝑥)ٴطغؾ إلاغة ا١٬ػ٢  − ℎ(𝑥) : 𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥) = 2− ln 𝑥
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 ► 6ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | 4 ٬ٻٜاغتٱځةضغاـة ضا٬ة 

 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

− ٬طڀٵا: ln 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑥 − + 𝑓(𝑥) 0 1 ∞+ ٺٰٵٷ: − ℎ(𝑥) 

 ا٬ٻٌٙځة: -
•  (𝐶𝑓)  ٠ٻ٢ (𝐶ℎ)  ٬ٱا𝑥 ∈ ]0; 1[  . 

•  (𝐶𝑓)  ترت (𝐶ℎ)  ٬ٱا𝑥 ∈ ]1; +∞[ 
 :ٞٴ٥ّة اٴّٙا 𝐴ڀ٥ب٫  (𝐶 ℎ) تبځځٳ أٲ  (4

ℎ′′(𝑥) ٬طڀٵا: = −2𝑥2 ln 𝑥 + 1𝑥 × 2𝑥 = −2 ln 𝑥 + 2𝑥2  = 2𝑥2 (1 − ln 𝑥) 

٬2𝑥2طڀٵا  > 1)ٺٰٵٷ اچلاغة ٰٳ  0 − ln 𝑥) : 1 − ln 𝑥 = 0 ⇒ ln 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑒 +∞ 𝑒 0 𝑥 − 0 + ℎ′′(𝑥) 

;𝐴(𝑒ڀ٥ب٫ ٴ٥ّة اٴّٙاٞ اذطاثځځٹا  (Cℎ) اٴٙطٰت ٺٜځػت الاغتٹا ٺٰٵٷ ا٬ٱٵرٵٿ  ٬ℎ′′(𝑥)طڀٵا  2) 
:٠𝐴 : (𝑇)ٿ ا٬ٵ٥ّة  (𝐶ℎ) ٬ـ  (𝑇)٨تابة ٰٙاض٬ة ا٬ٱٱاؾ  (5 𝑦 = ℎ′(𝑒)(𝑥 − 𝑒) + ℎ(𝑒) = 2𝑒 ln 𝑒 (𝑥 − 𝑒) + (ln 𝑒)2 + 1 = 2𝑒 𝑥 

𝑓(𝑒) : 𝑓(𝑒)ذفاب  (6 = (ln 𝑒)2 + 1 − 2ln 𝑒 = 0 

 . 𝑒ڀ٥ّٗ ذا٫ٰ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫ ٠ٿ ا٬ٵ٥ّة ظات ا١٬او٭ة  (𝐶𝑓)  اڈـتٵتاج: -
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 ► 7ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | 4 ٬ٻٜاغتٱځةضغاـة ضا٬ة 

 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

 ا٬تٱثځ٫ ا٬بځاٴٿ: (7

 ٘٭ٽ ٰٙ٭ٯ ٰتٙاٰط ٺٰتحاٴؿ: شّٻات ا٬تٱثځ٫

𝑥 :ا٬ٱ٥اغبة اتا٬ٱفت٥ځٱٴػـٯ  • = 𝑥ٺ  1 = 0 

 (𝑇) ا٬ٱٱاؾٴػـٯ  •

 (𝐶ℎ) اٴّٙاٞ ا٬ٱٵرٵٿ ٴ٥ّة  𝐴ٴٙځٳ  •

 (𝐶ℎ) ٴػـٯ  ℎا٬طا٬ة  باـتٙٱا٪ جطٺ٪ تٝځػات •

 ٰٗ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫  (𝐶𝑓) ت٥اِٗ ا٬ٱٵرٵٿ ٴ٥ّة ٴٙځٳ  •

 (𝐶𝑓) ٴػـٯ  𝑓ا٬طا٬ة  باـتٙٱا٪ جطٺ٪ تٝځػاتثٯ  •

 

 ا٬ٱٵا٤مة ا٬بځاٴځة: (8

𝑒𝑚(ln ٬طڀٵا: 𝑥)3 + 𝑒𝑚 ln 𝑥 − ln 𝑥 − 2𝑒𝑚 = 0 ⇒ 𝑒𝑚[(ln 𝑥)3 + ln 𝑥 − 2] = ln 𝑥 ⇒ 𝑒𝑚 [(ln 𝑥)2 + 1 − 2ln 𝑥] = 1 
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► 8ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | 4 ٬ٻٜاغتٱځةضغاـة ضا٬ة 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

⇒ 𝑒𝑚[𝑓(𝑥)] = 1⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑚
𝑦𝑚ٰٗ ا٬ٱفت٥ځٱات ظات ا٬ٱٙاض٬ة  (𝐶𝑓) ٸ٫ ٠ٻاو٫ ٴ٥ُ ت٥اِٗ ا٬ٱٵرٵٿ  (𝐸)ٺٰٵٷ ذ٭ٻ٪ ا٬ٱٙاض٬ة  = 𝑒−𝑚 

 اظٲ:
𝑒−𝑚 ٬ٱا < 𝑚− أپ 4 < ln 𝑚 أپ 4 > − ln  ا٬ٱٙاض٬ة ت٥ب٫ ذ٫ ٺذځط 4
𝑒−𝑚 ٬ٱا = 𝑚− أپ 4 = ln 𝑚 أپ 4 = − ln ا٬ٱٙاض٬ة ت٥ب٫ ذ٭ځٳ اذطٸٱا ٍٰاٟ٘ 4
𝑒−𝑚 ٬ٱا > 𝑚− أپ 4 > ln 𝑚 أپ 4 < − ln ثډث ذ٭ٻ٪ا٬ٱٙاض٬ة ت٥ب٫  4

►٠ځ٣ ٠ٿ لٹاضة ا٬ب٩ا٬ٻغڀا با٬تٻ ◄
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