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Ô : 𝑓(𝑥)ـℝ م¬رفة على ال 𝑥ال¬�دÍة للم�§ير الحقöقي دالة ال 𝑓  ــــــــــــــــــــــــــالمسألة  ــــــــــــــــــــــــــ = 1 + 𝑥√𝑥2 +  م م�¬�م�م¬لل المس�وي المنسوب فيم�ح�يه� ال�öýني (𝐶𝑓)  ولöكن 1
; 𝑂)وم�ج�نس  𝑖 ; 𝑗). 

 الجزء الأول:
، ثم عين المس�قöم�ت 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥)و  𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥)أحس¾  (1

 .(𝐶𝑓)المق�رÔة للم�حنى 
 .ثم شكل ج�ول Ú§يراته� 𝑓الدالة  اتج�ه Ú§يرأدرس  (2
ذات ¥�� ال�قطة  (𝐶𝑓)للم�حنى  (𝐷)أك�¾ م¬�دلة المم�س  (3

 .0 الف�صلة
𝑓(−𝑥)أحس¾  (4 + 𝑓(𝑥) ة للم�حنىýلنس�Ô م�ذا تست��ج .(𝐶𝑓)؟ 
 ؟. م�ذا تست��ج(𝐷)والمس�قيم  (𝐶𝑓)أدرس الوض� النسبي للم�حنى  (5
𝑦 المس�قيم الذي م¬�دل�ه:  Íقط� Ô (𝐶𝑓)ين أن الم�حنى (6 = 𝑥 في

1ح𝑥0  :³ö×قطة ف�صلته�  < 𝑥0 < 2. 
 .(𝐶𝑓) و (𝐷) أنشئ (7

𝑓(𝑥) ع�د حلول الم¬�دلة:𝑚 ×�قش بي�ني� حس¾ قيم الوسöط الحقöقي  (8 = 𝑚𝑥 + 1 

 الجزء ال��ني:
Ô : ℎ(𝑥)ـℝ م¬رفة على ال ℎ ل�كن الدالة = 1 + |𝑥|√𝑥2 +  الم¬لم الس�Ôق. فيم�ح�يه� ال�öýني (𝐶ℎ)  ولöكن 1

Íة وق�Ôلöة اش�ق�ق الدالة  (1  .0¥�� القöمة ℎ أدرس استمرار
 زوجöة.Ô ℎين أن الدالة  (2
 .(𝐶𝑓)ا×طلاق� من  (𝐶ℎ)است��ج رسم الم�حنى  (3
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 

 

 

 

 

 

 ـ  ــــــــــــــــــــــــــــالحل ـــــــــــــــــــــــــــ

 الجزء الأول:
 :حس�ب النه��Íت (1
 ب �حس𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥): 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(1 + 𝑥√𝑥2 + 1) 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞( 1 + 𝑥√𝑥2 (1 + 1𝑥2))  

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞( 1 + 𝑥|𝑥|√(1+ 1𝑥2))  

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞( 1 + 𝑥−𝑥√(1+ 1𝑥2))  

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞( 1 − 1√(1 + 1𝑥2))  

 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥) = ∞−→𝑙𝑖𝑚𝑥 لأن: 0 1𝑥2 = 0 
 

 ب �حس𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥): 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(1 + 𝑥√𝑥2 + 1) 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞( 1 + 𝑥√𝑥2 (1 + 1𝑥2))  

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞( 1 + 𝑥|𝑥|√(1+ 1𝑥2))  

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞( 1 + 𝑥𝑥√(1 + 1𝑥2))  

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞( 1 + 1√(1 + 1𝑥2))  

 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥) = ∞+→𝑙𝑖𝑚𝑥 لأن: 2 1𝑥2 = 0 
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 :ö¬Ú(𝐶𝑓)ين المس�قöم�ت المق�رÔة للم�حنى 
∞−→𝑙𝑖𝑚𝑥 لدين�: 𝑓(𝑥) =  ال�فسير اله��سي: 0

مس�قöم� مق�ر�Ô أفقÍ −∞ �öقýل بجوار 𝑓 المم�ل للدالة  (𝐶𝑓)الم�حنى 
𝑦هو ح�مل محور الفواصل و  =  م¬�دلة له. 0

∞+→𝑙𝑖𝑚𝑥 ولدين�: 𝑓(𝑥) =  ال�فسير اله��سي: 2

مس�قöم� مق�ر�Ô أفقÍ +∞  �öقýل بجوار𝑓 المم�ل للدالة  (𝐶𝑓)الم�حنى 
Í(𝑦وازي ح�مل محور الفواصل( و  =  م¬�دلة له. 2

 :𝑓دراسة اتج�ه Ú§ير الدالة  (2
 ح𝑓′(𝑥):³ö ودالته� المش�قة  ℝق�Ôلة للاش�ق�ق على  𝑓الدالة 

𝑓′(𝑥) = √𝑥2 + 1− 2𝑥22√𝑥2 + 1𝑥2 + 1  
 

𝑓′(𝑥) = √𝑥2 + 1− 𝑥2√𝑥2 + 1𝑥2 + 1  
 

𝑓′(𝑥) = 𝑥2 + 1 − 𝑥2√𝑥2 + 1𝑥2 + 1  
 

𝑓′(𝑥) = 1√𝑥2 + 1𝑥2 + 1  

𝑓′(𝑥) :نج� = 1(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1 
 لدين�:

 :𝑥من أجل كل ع�د حقöقي 
 

 𝑥2 + 1 > 𝑥2√و   0 + 1 > 0 
𝑥2)1 وم�ه: + 1)√𝑥2 + 1 > 0 

𝑓′(𝑥) أي: > 0 

 إذن:
 .ℝمتزايدة تم�م� على 𝑓 الدالة 

 

 :𝑓تشكيل ج�ول Ú§يرات الدالة 
 

 
 

 :0¥�� ال�قطة التي ف�صلته�  (𝐶𝑓)للم�حنى  (𝐷)المم�س م¬�دلة  (3
 0¥�� ال�قطة ذات الف�صلة (𝐶𝑓) للم�حنى Ú (𝐷)¬طى م¬�دلة المم�س 

 �Ôل¬لاقة:
 (𝐷) ∶ 𝑦 = 𝑓′(0)(𝑥 − 0) + 𝑓(0) 

:³öح 
 

{𝑓′(0) = 𝑓(0)و1 = 1  
 �Ôل�¬وÍض نج�:

 (𝐷) ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1 
 

𝑓(−𝑥)حس�ب  (4 + 𝑓(𝑥): 𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1 + (−𝑥)√(−𝑥)2 + 1 + 1 + 𝑥√𝑥2 + 1 
 𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥√𝑥2 + 1 + 𝑥√𝑥2 + 1 + 𝑓(−𝑥) نج�: 1 + 𝑓(𝑥) = 2 

 

 :است���ج

𝑓(−𝑥) لدين�: + 𝑓(𝑥) = 2 
𝑓(2 و×ك�¾: × 0 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2 × 1 

 نست��ج أن:
; 𝜔(0 ال�قطة   .(𝐶𝑓)هي مركز تن�ظر للم�حنى (1
 تذكير:
; 𝜔(𝑎 ×قطة¥ن ×قول  𝑏) لم�حنى دالة  أنه� مركز تن�ظر𝑓 :إذا كان 𝑓(2𝑎 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2𝑏 
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 :(𝐷)والمس�قيم  (𝐶𝑓)دراسة الوض� النسبي للم�حنى  (5
ندرس إش�رة  (𝐷)والمس�قيم  (𝐶𝑓)لدراسة الوض� النسبي للم�حنى 

𝑓(𝑥)الفرق  − 𝑦  علىℝ. 

:³öح 𝑓(𝑥) − 𝑦 = 1 + 𝑥√𝑥2 + 1 − (𝑥 + 1) 
 𝑓(𝑥) − 𝑦 = 1 + 𝑥√𝑥2 + 1 − 𝑥 − 1 
 𝑓(𝑥) − 𝑦 = 𝑥√𝑥2 + 1 − 𝑥 

 𝑓(𝑥) − 𝑦 = 𝑥 − 𝑥√𝑥2 + 1√𝑥2 + 1  

𝑓(𝑥) نج�: − 𝑦 = 𝑥(1 − √𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1  

 : 𝑥من أجل كل ع�د حقöقي

𝑥2 لدين�: ≥ 0 
 𝑥2 + 1 ≥ 1 
 √𝑥2 + 1 ≥ 1 
 −√𝑥2 + 1 ≤ −1 
 1 − √𝑥2 + 1 ≤ 0 
 1 − √𝑥2 + 1 ≤ 0 

𝑥2√ ولدين�: + 1 > 0 
𝑥} ولدين�: < 0  ;  𝑥 ∈ ]−∞ ; 0[𝑥 > 0  ;  𝑥 ∈ ]0 ; +∞[ 

 

 في الج�ول ال��لي: (𝐷)والمس�قيم  (𝐶𝑓)الوض� النسبي للم�حنى  ×لخص
 

 

 است���ج:

; 𝜔(0 في ال�قطة (𝐶𝑓) يخترق الم�حنى (𝐷) بم� أن المم�س  ف�ن (1
 .(𝐶𝑓)هي ×قطة ا×¬ط�ف للم�حنى  𝜔ال�قطة 

Í𝑦قط� المس�قيم الذي م¬�دل�ه:  (𝐶𝑓)البره�ن أن الم�حنى  (6 = 𝑥  في
1ح𝑥0  :³ö×قطة ف�صلته�  < 𝑥0 < 2. 

𝑦} لدين�: = 𝑥      𝑦 = 𝑓(𝑥) 
𝑓(𝑥) أي: = 𝑥 

𝑓(𝑥) و×ك�¾: − 𝑥 = 0 

 وم�ه:
𝑦 والمس�قيم ذو الم¬�دلة  (𝐶𝑓)ف�صلة ×قطة Úق�ط� الم�حنى  = 𝑥 هي

𝑓(𝑥)حلول الم¬�دلة  − 𝑥 = 0. 
Ô : g(𝑥)ـℝ م¬رفة على ال 𝑥ال¬�دÍة للم�§ير الحقöقي دالة ال g ×ض�: = 𝑓(𝑥) − 𝑥 

 

 :ℝعلى  gدراسة اتج�ه Ú§ير الدالة 
𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞g(𝑥) لدين�: = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(𝑓(𝑥) − 𝑥) = +∞ 

 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞g(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑥) = −∞ 

 لأن:
 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥)و 0 = 2 

 

g′(𝑥) حg′(𝑥):³ö ودالته� المش�قة  ℝق�Ôلة للاش�ق�ق على  gالدالة  = 𝑓′(𝑥) − 1 
 g′(𝑥) = 1(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1 − 1 

g′(𝑥) نج�: = 1 − (𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1  

 

 :ℝعلى  g′(𝑥)دراسة اش�رة الدالة المش�قة 
 .0تن¬�م ¥��  g′(𝑥)الدالة المش�قة 

g′(0) أي: = 0 
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 : 𝑥من أجل كل ع�د حقöقي

𝑥2 لدين�: ≥ 0 
𝑥2} أي: + 1 ≥ 1   √𝑥2 + 1 ≥ 1 

𝑥2) و×ك�¾: + 1)√𝑥2 + 1 ≥ 1 
𝑥2)− أي: + 1)√𝑥2 + 1 ≤ −1 
1 نج�: − (𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1 ≤ 0 
g′(𝑥) :وم�ه ≤ 0 

 إذن:
 .ℝم���قصة على g الدالة 

 :gتشكيل ج�ول Ú§يرات الدالة 
 

 
 

; 0[  على المج�لتم�م�  م���قصةمس�مرة و gالدالة  مس�مرة فهي ]∞+
; 1]تم�م� على المج�ل  ��قصةوم� 2]. 

g(1) ولدين�: = + 0,707… 
 g(2) = − 0,105… 

g(1) لاحظ أن: × g(2) < 0 

g(2) :أي < 0 < g(1) 
 : وم�ه

g(𝑥)  الم¬�دلةحس¾ مبره�ة القيم الم�وسطة ف�ن  = Úقýل حلا  0
; 1[في المج�ل  𝑥0وح�öا  2[  :³öبحg(𝑥0) = 0. 

 

g(𝑥0) لدين� من مبره�ة القيم الم�وسطة: = 0 

𝑓(𝑥0) أي: − 𝑥0 = 𝑓(𝑥0) و×ك�¾: 0 = 𝑥0 :وم�ه 
Í 𝑦قط� المس�قيم الذي م¬�دل�ه:  (𝐶𝑓) الم�حنى = 𝑥 في ال�قطة ذات

1ح𝑥0  :³öالف�صلة  < 𝑥0 < 2. 
 :(𝐶𝑓) و (𝐷)إنش�ء  (7

 

  

𝑓(𝑥) الم��قشة ال�öýنية ل¬�د حلول الم¬�دلة: (8 = 𝑚𝑥 + 1 

 (𝐶𝑓)هي فواصل ×قط Úق�ط� الم�حنى  م¬�دلةله�ه ال ال�öýنية حلولال
(𝐷𝑚) الم¬رفة �Ôلم¬�دلة: (𝐷𝑚)�ت المس�قöمم� 𝑓 المم�ل للدالة  ∶ 𝑦 = 𝑚𝑥 + 1 

 :لاحظ أن
; 𝜔(0ال�قطة تمر من (𝐷𝑚) جم�ö المس�قöم�ت  1). 

; 𝜔(0ومركزه� ال�قطة  دورانية و�Ôل��لي الم��قشة 1). 
𝑚 :لأولىالح�لة ا ∈ ]−∞ ; 0]. 

في ×قطة  (𝐷𝑚)�ت المس�قöم Íقط�𝑓 المم�ل للدالة  (𝐶𝑓)الم�حنى 
; 𝜔(0وح�öة هي ال�قطة  1). 

𝑚 :الح�لة ال��نية ∈ ]0 ; 1[. 

في Ýلاث ×قط  (𝐷𝑚)�ت المس�قöم Íقط�𝑓 المم�ل للدالة  (𝐶𝑓)الم�حنى 
; 𝜔(0مخ�لفة )×قطة ف�صلته� س�لýة و×قطة ف�صلته� م¬�ومة  و×قطة  (1

 ف�صلته� موجýة(.
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𝑚 :ل��ل�ةالح�لة ا ∈ [1 ;+∞[. 

في ×قطة  (𝐷𝑚)�ت المس�قöم Íقط�𝑓 المم�ل للدالة  (𝐶𝑓)الم�حنى 
; 𝜔(0وح�öة هي ال�قطة  1). 

 ال���ئج موضحة في الشكل ال��لي:
 

 
 

 الجزء ال��ني:
Ô : ℎ(𝑥)ـℝ م¬رفة على ال ℎ ل�كن الدالة = 1 + |𝑥|√𝑥2 + Íة وق�Ôلöة اش�ق�ق الدالة  (1 1  :0¥�� القöمة  ℎدراسة استمرار

 دون رمز القöمة المطلقة: ℎ(𝑥)×ك�¾ 

{ℎ(𝑥) = 1 − 𝑥√𝑥2 + 1 ;  𝑥 ≤ 0ℎ(𝑥) = 1 + 𝑥√𝑥2 + 1 ;  𝑥 > 0 

:³öح ℎ(0) = 1 
Íة الدالة  𝑙𝑖𝑚𝑥<→0ℎ(𝑥) :0¥�� القöمة  ℎدراسة استمرار = 𝑙𝑖𝑚𝑥<→0 [1 − 𝑥√𝑥2 + 1] = 1 = ℎ(0) 

 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0 [1 + 𝑥√𝑥2 + 1] = 1 = ℎ(0) 
𝑙𝑖𝑚𝑥<→0 لدين�: ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0 ℎ(𝑥) = ℎ(0) :وم�ه 

 .0مس�مرة ¥�� القöمة  ℎالدالة 

 

 :0¥�� القöمة  ℎالدالة  ق�Ôلöة اش�ق�قدراسة 

𝑙𝑖𝑚𝑥<→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥<→0 [1 −
𝑥√𝑥2 + 1 − 1𝑥 ] 

 

𝑙𝑖𝑚𝑥<→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥<→0 [−
𝑥√𝑥2 + 1𝑥 ] 

 𝑙𝑖𝑚𝑥<→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥<→0 [ −1√𝑥2 + 1] 
 𝑙𝑖𝑚𝑥<→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = −1 

𝑙𝑖𝑚𝑥>→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0 [1 +
𝑥√𝑥2 + 1 − 1𝑥 ] 

 

𝑙𝑖𝑚𝑥>→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0 [
𝑥√𝑥2 + 1𝑥 ] 

 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0 [ 1√𝑥2 + 1] 
 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = 1 

𝑙𝑖𝑚𝑥<→0ℎ(𝑥) لدين�: − ℎ(0)𝑥 ≠ 𝑙𝑖𝑚𝑥>→0ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥  

 وم�ه:
 .0لا Úقýل الاش�ق�ق ¥�� القöمة  ℎالدالة 

 

𝑙𝑖𝑚𝑥<→0 :لدين� ℎ(𝑥) − ℎ(0)𝑥 = −1 
 

; 0) ةÍقýل ×ص" مم�س على يس�ر ال�قطℎ المم�ل للدالة (𝐶ℎ) الم�حنى ـ  (′𝐷) :م¬�دل�ه 1−م¬�مل Úوجöه ح�مله هو  (1 ∶ 𝑦 = −𝑥 + 1 

𝑙𝑖𝑚𝑥>→0ℎ(𝑥) ولدين�: − ℎ(0)𝑥 = 1 
 

; 0) ةطال�ق يمينÍقýل ×ص" مم�س على ℎ المم�ل للدالة (𝐶ℎ) الم�حنى ـ  (𝐷) :م¬�دل�ه 1م¬�مل Úوجöه ح�مله هو  (1 ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1 
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 زوجöة: ℎالبره�ن أن الدالة  (2 
𝑥: ℎ(−𝑥)زوجöة إذا كان من أجل كل ع�د حقöقي  Ú ℎكون الدالة = ℎ(𝑥) 

ℎ(−𝑥) لدين�: = 1 + |−𝑥|√(−𝑥)2 + 1 

 ℎ(−𝑥) = 1 + |𝑥|√𝑥2 + 1 

 ℎ(−𝑥) = ℎ(𝑥) 
 لأن:

 |−𝑥| = |𝑥| و  (−𝑥)2 = 𝑥2 
 دالة زوجöة. ℎ وم�ه:

 :(𝐶𝑓)ا×طلاق� من  (𝐶ℎ)ج رسم الم�حنى �است�� (3
ى زوجöة ف�ن محور التراتي¾ هو محور تن�ظر �Ôلنسýة للم�حن دالة ℎأن  بم�

 .ℎالمم�ل للدالة (𝐶ℎ) ال�öýني 
 ولدين�:

ℎ(𝑥) :]∞+; 0[من المج�ل 𝑥 من أجل كل ع�د حقöقي  = 1 + 𝑥√𝑥2 + 1 = 𝑓(𝑥) وم�ه: 

ينطýق  ℎالمم�ل للدالة  (𝐶ℎ)، الم�حنى ال�öýني ]∞+; 0[ـ على المج�ل 
ℎ(𝑥))لأن:  𝑓المم�ل للدالة  (𝐶𝑓)على الم�حنى ال�öýني  = 𝑓(𝑥)). 

 

; ∞−[ـ على المج�ل  هو ×ظير  ℎالمم�ل للدالة  (𝐶ℎ)، الم�حنى ال�öýني ]0
  �Ôلنسýة لمحور التراتي¾. 𝑓المم�ل للدالة  (𝐶𝑓)الم�حنى ال�öýني 
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