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 ـالتمرين رقم   ـــــــــــــ 10ـــــــــــ
  (𝑢𝑛)  ة م¬رفة بح�ه� الأولÍة ع�دöم���ل 𝑢0 ³öح 𝑢0 = ومن أجل 1

𝑛: 𝑢𝑛+1كل ع�د طöýعي  = 1 − 9𝑢𝑛 + 5 
 

𝑛 :𝑢𝑛برهن �Ôلتراج� أ×ه من أجل كل ع�د طöýعي أ(  (1 > −2. 
 واست��ج أنه� م�ق�رÔة.ℕ م���لöة م���قصة تم�م� على  Ô (𝑢𝑛)ين أنÔـ(  (1
𝑛: 𝑣𝑛×ض� من أجل كل ع�د طöýعي  (2 = 1𝑢𝑛 + 2 

 

 حس�بية أس�سه� (𝑣𝑛) أثب± أن الم���لöة  -   
 Íطل¾ ö¬Úين ح�ه� الأول.13

 .𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑢𝑛، واحس¾ 𝑢𝑛و 𝑣𝑛 ¥ن 𝑛 عبر بدلالة  (3
Ô𝑛: 𝑢0𝑣0ين أ×ه من أجل كل ع�د طöýعي  (4 + 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 = 13 (1 − 𝑛2)  

 ـــــــــــ 10رقم  التمرين حلـــــــــــ 

 لدين�:
{𝑢0 = 1                      𝑢𝑛+1 = 1 − 9𝑢𝑛 + 5 

 

𝑛 :𝑢𝑛البره�ن �Ôلتراج� أ×ه من أجل كل ع�د طöýعي أ(  (1 > −2 
 الخ�صöة:𝑃(𝑛)  نسمي

𝑛 : 𝑢𝑛أجل كل ع�د طöýعي  من » > −2 » 
 :𝑃(0)ال�حقق من صحة الخ�صöة 

𝑛من أجل لدين�  = 0: 

{𝑢0 = 1و 1 > −2  ⟶  𝑢0 > −2 

 وم�ه: 
 محققة. 𝑃(0)الخ�صöة 

 

 صحöحة.  𝑃(𝑛)×فرض أن الخ�صöة 
 أي:

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل ع�د طöýعي  » > −2 » 
𝑃(𝑛و×برهن أن الخ�صöة  +  صحöحة. (1

 أي:
𝑛 : 𝑢𝑛+1من أجل كل ع�د طöýعي  » > −2 » 

                               لدين� من الفرضöة:

      𝑢𝑛 > −2 
 𝑢𝑛 + 5 > −2 + 5 

 𝑢𝑛 + 5 > 3 
 1𝑢𝑛 + 5 < 13 
 9𝑢𝑛 + 5 < 93 
 9𝑢𝑛 + 5 < 3 
 − 9𝑢𝑛 + 5 > −3 
 1 − 9𝑢𝑛 + 5 > 1 − 3 
 1 − 9𝑢𝑛 + 5 > −2 
 𝑢𝑛+1 > −2 

 وم�ه: 

𝑃(𝑛الخ�صöة  +  صحöحة. (1
 نتöجة:

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل ع�د طöýعي  » > −2 » 
 

   :ℕم���لöة م���قصة تم�م� على  (𝑢𝑛) البره�ن أنÔـ(  (1
𝑢𝑛+1 م¬��ه ×برهن أن: − 𝑢𝑛 < 0 
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𝑢𝑛+1 لدين�: − 𝑢𝑛 = 1 − 9𝑢𝑛 + 5 − 𝑢𝑛 
 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 + 5 − 9 − 𝑢𝑛(𝑢𝑛 + 5)𝑢𝑛 + 5  
 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 − 4 − 𝑢𝑛2 − 5𝑢𝑛𝑢𝑛 + 5  
 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = −𝑢𝑛2 − 4𝑢𝑛 − 4𝑢𝑛 + 5  

 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = −𝑢𝑛2 + 4𝑢𝑛 + 4𝑢𝑛 + 5  
 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = −(𝑢𝑛 + 2)2𝑢𝑛 + 5  

 

𝑢𝑛 حس¾ نتöجة البره�ن �Ôلتراج� لدين�:  > −2 

 :ين�ج

{𝑢𝑛 + 2 > 0
𝑢𝑛و + 5 > 3 

 :أي

{  
  (𝑢𝑛 + 2)2 > 𝑢𝑛                             و                         0 + 5 > 0     (3 > 0 ∶  (لأن

𝑢𝑛) :ف�ك�¾ + 2)2𝑢𝑛 + 5 > 0 

𝑢𝑛)− وعلöه: + 2)2𝑢𝑛 + 5 < 0 

𝑢𝑛+1 وم�ه: − 𝑢𝑛 < 0 

 ℕم���لöة م���قصة تم�م� على  (𝑢𝑛) نتöجة:
 

 م�ق�رÔة: (𝑢𝑛)است���ج أن الم���لöة 
ℕ (𝑢𝑛+1م���قصة تم�م� على  (𝑢𝑛)بم� أن  − 𝑢𝑛 < ( ومح�ودة من 0

𝑢𝑛) 2−الأسفل �Ôل¬�د  >  .م�ق�رÔة( فهي إذن 2−
 

𝑛: 𝑣𝑛×ض� من أجل كل ع�د طöýعي  (2 = 1𝑢𝑛 + 2 
 

 Íطل¾ ö¬Úين ح�ه� الأول: 13حس�بية أس�سه�  (𝑣𝑛)البره�ن أن الم���لöة 
𝑣𝑛+1 إذا كان: 𝑟أس�سه�  حس�بيةم���لöة  Ú(𝑣𝑛)كون  = 𝑟 + 𝑣𝑛 

𝑣𝑛 لدين�: = 1𝑢𝑛 + 2 

𝑣𝑛+1 وم�ه: = 1𝑢𝑛+1 + 2 
 𝑣𝑛+1 = 11 − 9𝑢𝑛 + 5 + 2 

 𝑣𝑛+1 = 13 − 9𝑢𝑛 + 5 

 𝑣𝑛+1 = 13(𝑢𝑛 + 5) − 9𝑢𝑛 + 5  

 𝑣𝑛+1 = 13𝑢𝑛 + 15 − 9𝑢𝑛 + 5  

 𝑣𝑛+1 = 13𝑢𝑛 + 6𝑢𝑛 + 5  

 𝑣𝑛+1 = 13(𝑢𝑛 + 2)𝑢𝑛 + 5  

 𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 53(𝑢𝑛 + 2) 
قلم الجزائر 
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𝑣𝑛+1 بتفكöك البسط ×ك�¾: = (𝑢𝑛 + 2) + 33(𝑢𝑛 + 2)  
 𝑣𝑛+1 = (𝑢𝑛 + 2)3(𝑢𝑛 + 2) + 33(𝑢𝑛 + 2)      (𝑢𝑛 > −2 ∶  (تذكر أن
 𝑣𝑛+1 = 13 + 1(𝑢𝑛 + 2)  𝑣𝑛+1 = 13 + 𝑣𝑛                       (𝑣𝑛+1 = 𝑟 + 𝑣𝑛 ∶  (من الشكل

 نتöجة:
 حس�بية أس�سه� (𝑣𝑛) الم���لöة 

13 
𝑣0 وح�ه� الأول: = 1𝑢0 + 2 = 11 + 2 = 13 

 𝑣0 = 13 
 

 :𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑢𝑛 وحس�ب 𝑢𝑛و  𝑣𝑛¥ن  𝑛ال�¬ýير بدلالة  (3

 :𝑣𝑛¥ن  𝑛ال�¬ýير بدلالة 
�Ô 𝑣𝑛ل¬�ýرة:  𝑣0 ح�ه� الأولÚ¬طى ¥�ýرة الح� ال¬�م لم���لöة حس�بية  = 𝑣0 + 𝑟 × 𝑛 

𝑣𝑛 وم�ه: = 13 + 13𝑛 = 13 (𝑛 + 1) 𝑣𝑛 = 13 (𝑛 +  :𝑢𝑛¥ن  𝑛ال�¬ýير بدلالة  (1
𝑣𝑛 لدين�: = 1𝑢𝑛 + 2 

𝑣𝑛(𝑢𝑛 وم�ه: + 2) = 1 
 𝑣𝑛𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛 = 1 
 𝑣𝑛𝑢𝑛 = 1 − 2𝑣𝑛 

 

𝑢𝑛 = 1 − 2𝑣𝑛𝑣𝑛  
 𝑢𝑛 = 1𝑣𝑛 − 2𝑣𝑛𝑣𝑛  
 𝑢𝑛 = 1𝑣𝑛 − 2 

 �Ôل�¬وÍض:
 𝑢𝑛 = 1𝑛 + 13 − 2 

 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 1 − 2 
 

 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 1 −  :𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑢𝑛 حس�ب 2
 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑢𝑛 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞ ( 3𝑛 + 1 − 2) = 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞ (3 × 1𝑛 + 1 − 2) = − 2 

 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑢𝑛 = −2 

∞+→𝑙𝑖𝑚𝑛  لأن: ( 1𝑛 + 1) = 0 
 

𝑛: 𝑢0𝑣0البره�ن أ×ه من أجل كل ع�د طöýعي  (4 + 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 = 13 (1 − 𝑛2) :ض�× 𝑇 = 𝑢0𝑣0 + 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 

𝑢𝑛 لدين� مم� سýق: = 1𝑣𝑛 − 2 

𝑇 وم�ه: = ( 1𝑣0 − 2) 𝑣0 + ( 1𝑣1 − 2) 𝑣1 +⋯+ ( 1𝑣𝑛 − 2) 𝑣𝑛 
 𝑇 = 1 − 2𝑣0 + 1 − 2𝑣1 +⋯+ 1 − 2𝑣𝑛 
 𝑇 = (1 + 1 + ⋯+ 1) − 2(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) 
 𝑇 = 𝑆1 − 2𝑆2  قلم الجزائر
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:³öح 

{𝑆1 = 1 + 1 +⋯+ 1      
𝑆2و = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 

 

 𝑆1  هو مجموع (𝑛 +  .1مرة ال¬�د (1

𝑆1 أي: = 𝑛 + 1 
 

 𝑆2  هو مجموع (𝑛 + ح�ا من ح�ود م���Ô¬ة لم���لöة حس�بية ح�ه� (1
𝑣0الأول  = 𝑟وأس�سه�  13 =  ، Í¬طى �Ôل¬�ýرة:13

𝑆2 = 2ع�د الح�ود × الح� الأول في المجموع) +  (الح� الأخير في المجموع
�Ô 𝑆2ل�¬وÍض: = 𝑛 + 12 (𝑣0 + 𝑣𝑛) 

 𝑆2 = 𝑛 + 12 (13 + 13 (𝑛 + 1)) 

 𝑆2 = 𝑛 + 12 (1 + 𝑛 + 13 ) 
 𝑆2 = (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)6  

𝑇 :مم� سýق لدين� = 𝑆1 − 2𝑆2 :وم�ه 
 𝑇 = 𝑛 + 1 − 2 (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)6  
 𝑇 = 𝑛 + 1 − (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)3  
 𝑇 = 3(𝑛 + 1) − (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)3  
 𝑇 = 13 [3(𝑛 + 1) − (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)] 
 

 𝑇 = 13 (𝑛 + 1)(3 − 𝑛 − 2) 
 

𝑇 = 13 (𝑛 + 1)(1 − 𝑛) 
 𝑇 = 13 (1 + 𝑛)(1 − 𝑛) 
 𝑇 = 13 (1 − 𝑛2) :وم�ه 𝑢0𝑣0 + 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 = 13 (1 − 𝑛2) 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــ

 ــ BACــ 
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