
ِػڀ٧٥ ٴرٻ ا٬ب٩ا٬ٻغڀا

ا٬مٙب:

| تفځځػ ٺإ٤تىاض ت٥ٵٿ غڀاٌٿ ٘٭ٻٮ تحػڀبځة | غڀاٌځات |

 ٠ٿٰٗ ا٬ر٫  تٱػڀٳ
 ا٬ٙطضڀة ا٬ٱتتا٬ځات

7
 اڄـتاظ: إ٘طاض

٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫
 آشػ ترطڀث:
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► 2ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠7ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ا٬تٱػڀـــــــٳ ◄ (𝑢𝑛) ٰتتا٬ځة ٘طضڀة ٰٙػ٠ة ٘٭ٽ ℕ :٨ٱا ڀ٭ٿ

{ 𝑢0 = 3𝑢𝑛+1 = 3 − 94𝑢𝑛
A  بػٸٳ با٬تػاجٗ أٴٷ ٰٳ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙٿ𝑛 :٬32طڀٵا ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 

B  اضغؾ اتحاٶ تٝځػ(𝑢𝑛) .ثٯ اـتٵتج أٴٹا ٰت٥اغبة ،
C (𝑣𝑛)  ٰتتا٬ځة ٰٙػ٠ة ٘٭ٽℕ :٨ٱا ڀ٭ٿ𝑣𝑛 = 22𝑢𝑛 − 3

a  بځٳ أٲ(𝑣𝑛) .٪ٰتتا٬ځة ذفابځة ڀُّ٭ب تٙځځٳ أـاـٹا ٺذطٸا اڄٺ
b  ا٨تب𝑣𝑛  بطڈ٬ة𝑛  ثٯ اـتٵتج ،𝑢𝑛  بطڈ٬ة𝑛
c  ٘ځٳ𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞(𝑢𝑛).

D  ٘ځٳ بطڈ٬ة𝑛  ٖا٬ٱحٱٻ𝑆𝑛 :ذځث𝑆𝑛 = 𝑢0𝑣0 + 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 
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► 3ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠7ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

ا٬تٱػڀـــٳذ٫  ◄

A ٿ أج٫ ٫٨ ٘طض ِبځٙ با٬تػاجٗ أٴٷ ٰٳ ا٬بػٸاٲ𝑛  :32 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 :
𝑛ٰٳ أج٫  • = ٬32طڀٵا: 0 ≤ 𝑢0 ≤ 3 ⇒ [32 ≤ 3 ≤ 3]… (∗) 
32)ٴ١ػي أٲ  • ≤ 𝑢𝑛 ≤ 32)ٺٴثبت أٲ  (3 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3):
٬32طڀٵا: ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 ⇒ 6 ≤ 4𝑢𝑛 ≤ 12 ⇒ 112 ≤ 14𝑢𝑛 ≤ 16⇒ 34 ≤ 94𝑢𝑛 ≤ 32⇒ −32 ≤ − 94𝑢𝑛 ≤ −34⇒ 32 ≤ 3 − 94𝑢𝑛 ≤ 94⇒ 32 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 94⇒ [32 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3]… (∗) 

32ٴحط أٲ: (∗∗)ٺ  (∗)ذفب ٰبطأ اڈـتطڈ٪ با٬تػاجٗ: ٰٳ  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3
B اتحاٶ تٝځػ  ضغاـة(𝑢𝑛) ج أٴٹا ٰت٥اغبةا، ثٯ اـتٵت:𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3 − 94𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 = 12𝑢𝑛 − 9 − 4(𝑢𝑛)24𝑢𝑛
٬4𝑢𝑛طڀٵا:  > 12𝑢𝑛 ا٬بفُ إلاغةٰٳ ا١٬ػ٢  إلاغةٺٰٵٷ  0 − 9 − 4(𝑢𝑛)2 = 0 

Δٺ٬طڀٵا: = 122 − 4(−4)(−9) = 0 

𝑢𝑛ٺٰٵٷ: = −122(−4) = 32
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► 4ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠7ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

12𝑢𝑛ٺٰٵٷ: − 9 − 4(𝑢𝑛)2 = 0 ⇒ (𝑢𝑛 − 32)2 = 0 ⇒ 𝑢𝑛 = 32 +∞ 32 −∞ 𝑢𝑛 − 0 + 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 

32[ ا٬ٱحا٪ ٘٭ٽ ٱاٰات  ٰتٵا٤ىة (𝑢𝑛)ٺٰٵٷ  ; 4[
:اڈـتٵتاج -

[اٰا تٱٰتٵا٤ىة  (𝑢𝑛)٬طڀٵا  32 ; ٠ٹٿ ٰت٥اغبة 32ـ ٫ بضة ٰٳ اڄـ١ٺٰرطٺ ]4
C

a أٲ  ځځٳتب(𝑣𝑛) ڄٺ٪ٰتتا٬ځة ذفابځة ڀُّ٭ب تٙځځٳ أـاـٹا ٺذطٸا ا: 𝑣𝑛+1 = 22𝑢𝑛+1 − 3= 22 (3 − 94𝑢𝑛) − 3= 224𝑢𝑛 − 18 − 12𝑢𝑛4𝑢𝑛= 8𝑢𝑛12𝑢𝑛 − 18= 4𝑢𝑛6𝑢𝑛 − 9= 23 ( 2𝑢𝑛2𝑢𝑛 − 3) = 23(2𝑢𝑛 − 3 + 32𝑢𝑛 − 3 ) = 23(2𝑢𝑛 − 32𝑢𝑛 − 3 + 32𝑢𝑛 − 3) = 23(1 + 32𝑢𝑛 − 3) = 23 + 22𝑢𝑛 − 3= 23 + 𝑣𝑛
ٺ٬طڀٵا:
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 ► 5ا٬ى١رة 

 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠7ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 
 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬
 

𝑣0 = 22𝑢0 − 3 = 23 

 23ٺذطٸا اڄٺ٪  23ـاـٹا أ ذفابځة ٰتتا٬ځة (𝑣𝑛)ٺٰٵٷ 

b ٨تابة 𝑣𝑛  بطڈ٬ة𝑛  ج اثٯ اـتٵت𝑢𝑛  بطڈ٬ة𝑛 : 𝑣𝑛 = 23 + 23𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = 23 (𝑛 + 1)  

𝑣𝑛 طڀٵا:ٺ٬ = 22𝑢𝑛 − 3 ⇒ 2𝑣𝑛𝑢𝑛 − 3𝑣𝑛 = 2 ⇒ 2𝑣𝑛𝑢𝑛 = 2 + 3𝑣𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 2 + 3𝑣𝑛2𝑣𝑛  

⇒ 𝑢𝑛 = 2 + 323 (𝑛 + 1)223 (𝑛 + 1)  

⇒ 𝑢𝑛 = 3 × 2(𝑛 + 2)4(𝑛 + 1)  

⇒ 𝑢𝑛 = 3(𝑛 + 2)2(𝑛 + 1)  

c تٙځځٳ 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞(𝑢𝑛): 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞(𝑢𝑛) = 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞(3(𝑛 + 2)2(𝑛 + 1)) = 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞ (3𝑛2𝑛) = 32  

D بطڈ٬ة  تٙځځٳ𝑛  ٖا٬ٱحٱٻ𝑆𝑛: 

𝑣𝑛 ٬طڀٵا: = 22𝑢𝑛 − 3 ⇒ 2𝑢𝑛𝑣𝑛 − 3𝑣𝑛 = 2 ⇒ 𝑢𝑛𝑣𝑛 = 2 + 3𝑣𝑛2  ⇒ 1 + 32𝑣𝑛 

𝑆𝑛 ٺٰٵٷ = 𝑢0𝑣0 + 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 
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► 6ا٬ى١رة 
 ٘طاض اڄـتاظ: ٤ٻڀفٯ إبػاٸځٯ ا٬ص٭ځ٫إ ثا٬ثة ثاٴٻپ | جٱځٗ ا٬مٙب ا٬ٙ٭ٱځة | | ٠7ٿ ا٬ٱتتا٬ځات ا٬ٙطضڀة  ٰٗ ا٬ر٫تٱػڀٳ 

ات
ٌځ

ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

= 1 + 32𝑣0 + 1 + 32𝑣1 +⋯+ 1 + 32𝑣𝑛 = 1(𝑛 + 1) + 32 (𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) 
= 𝑛 + 1 + 32((

23 (𝑛 + 1)⏟ 𝑣𝑛 + 23⏟𝑣0)𝑛 + 1
⏞  𝑛−0+12 )= (𝑛 + 1) + 32((23 (𝑛 + 2))𝑛 + 12 ) 

= (𝑛 + 1) + (𝑛 + 2)(𝑛 + 1)2= (𝑛 + 1) (1 + 𝑛 + 22 ) = (𝑛 + 1) (𝑛 + 42 ) = 12 (𝑛 + 1)(𝑛 + 4)
►با٬تٻ٠ځ٣ ٠ٿ لٹاضة ا٬ب٩ا٬ٻغڀا  ◄
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