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ػڀا
 ٬٭

ځ٫
ص٭

ا٬

lim𝑥→+∞√𝑥 = +∞lim𝑥→+∞ 𝑥 = +∞ lim𝑥→−∞ 𝑥 = −∞ lim𝑥→+∞ 𝑥3 = +∞ lim𝑥→−∞ 𝑥3 = −∞ lim𝑥→±∞ 𝑥2 = +∞ 

lim𝑥>→0 1𝑥 = +∞ lim𝑥<→0 1𝑥 = −∞ lim𝑥→±∞1𝑥 = 0 

.∞±٬طا٬ة ٨ثځػ ذطٺض ٸٿ ٴٹاڀة ذطٸا اڄ٘٭ٽ ضغجة ٘ٵط  ∞±ط ا٬ٵٹاڀة ٘ٵ• 

lim𝑥→−∞(2𝑥2 ٰثا٪: + 𝑥 + 3) = lim𝑥→−∞(2𝑥3) = +∞
.∞±٬طا٬ة ٴا٥ِة ٸٿ ٴٹاڀة ذاو٫ ٤فٱة ا٬رطڀٳ اڄ٘٭ٽ ضغجة ٘ٵط  ∞±ط ا٬ٵٹاڀة ٘ٵ• 

ٰثا٪:

lim𝑥→∞(3𝑥2 − 12𝑥 + 10𝑥2 − 4𝑥 + 3 ) = lim𝑥→+∞(3𝑥2𝑥2 ) = 3 

004 
∞∞3 0 ×∞ 2 ∞−∞ 1

بًٙ ٴٹاڀات ا٬طٺا٪ ا٬ٱػجٙځة

:∞±ٴٹاڀة ضا٬ة ٨ثځػ ذطٺض أٺ ضا٬ة ٴا٥ِة ٘ٵط 

٘طٮ ا٬تٙځــــځٳ: ذاڈت
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( ا٬تر٭ځ٫ ٺاچشتؽا٪:1

lim𝑥→𝑎ٴفتٙٱ٫ ٸعٶ ا٬ّػڀ٥ة ٘ٵط ذفاب  (𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))  :ذځث𝑓(𝑥 )0 = 𝑔(𝑥 )0 = 0 

𝑥)ٺ٨تابتٹٱا ٘٭ٽ ا٬م٫٩:  𝑔ٺ  ٬𝑓را٬ة ٴ٥ٻٮ بتر٭ځ٫ ا٬ٙباغتځٳ ٠ٿ ٸعٶ ا − 𝑥0)𝑄(𝑥)  ثٯ ٴصتؽ٪ ا٩٬فػ

ٺٴرفب ا٬ٵٹاڀة ٰٳ جطڀط:

lim𝑥→1(4𝑥2 :1ٰثا٪  + 3𝑥 − 7𝑥2 + 2𝑥 − 3 ) = lim𝑥→1((𝑥 − 1)(4𝑥 + 7)(𝑥 − 1)(𝑥 + 3) ) = lim𝑥→1 (4𝑥 + 7𝑥 + 3 ) = 114
lim𝑥→−2(𝑥3 :2ٰثا٪  + 8𝑥2 − 4) = lim𝑥→−2((𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 4)(𝑥 + 2)(𝑥 − 2) ) = lim𝑥→−2(𝑥2 − 2𝑥 + 4𝑥 − 2 ) = −3 

: 𝑄(𝑥)ډث ِػ٢ چڀحاض ٘باغة تٻجط ثٰډذٕة: 

ا٬ٱّاب٥ة:  :1َ

٨4𝑥2تابة ا٬ٙباغة ٰثا٪:  + 3𝑥 − 𝑥)٘٭ٽ ا٬م٫٩:  7 − 1)𝑄(𝑥):

𝑎𝑥ٰٳ ا٬طغجة اڄٺ٬ٽ ٠ٹٻ ڀ٩تب ٘٭ٽ ل٫٩  𝑄(𝑥)بٱا أٲ  + 𝑏 :ٺٰٵٷ(𝑥 − 1)𝑄(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎𝑥1 + (𝑏 − 𝑥)𝑥 − 𝑏 

൝ 𝑎 = 4𝑏 − 𝑎 = 3−𝑏 = −4 ⇒ ቄ𝑎 = 4𝑏 = 7 ⇒ 4𝑥2 + 3𝑥 − 7 = (𝑥 − 1)(4𝑥 + 7)

ِػ٢ إؼا٬ة ذاڈت ٘طٮ ا٬تٙځــــځٳ:
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ا٥٬فٱة اچ٤٭ځطڀة: :2َ

𝑥ٰثا٪: + 2 𝑥3 + 8 −𝑥3 − 2𝑥2−2𝑥2 + 8+2𝑥2 + 4𝑥+4𝑥 + 8−4𝑥 − 80 

𝑥2 − 2𝑥 + 4 

شٻاغؼٰځة ٸٻغٴػ: :3َ

:ٺٸٿ أـٹ٫ ا٬ّػ٢، شاوة ٬ٱا ڀ٩ٻٲ ٨ثځػ ا٬رطٺض ٰٳ ا٬طغجة ا٬ثا٬ثة ٠ٱا ٠ٻ٢

𝑝(𝑥) ٰثا٪: = 4𝑥2 + 3𝑥 − 7 ،𝑥0 = 1
𝑝(𝑥) 𝑐ٰٙاٰډت  = −7 𝑏 = 3 𝑎 = 4 ൝ 𝑎′ = 𝑎 = 4𝑏′ = 𝑎𝑎′ + 𝑏 = 1(4) + 3 = 7𝑐′ = 𝑥0𝑏′ + 𝑐 = 1(7) − 7 = 0 

⇒ 4𝑥2 + 3𝑥 − 7 = (𝑥 − 1)(4𝑥 + 7) 𝑥0 ↓ 𝑥0ا٬حعغ  = 1 

′𝑄(𝑥) 𝑐ٰٙاٰډت  = 0 𝑏′ = 7 𝑎′ = 4 

اـتٙٱا٪ ا٬ٱػا٣٠ )شاوة با٬حعٺغ ا٬تػبځٙځة(:( 2

1ٰثا٪

lim𝑥→2(√𝑥 − 1 − 1𝑥 − 2 ) = lim𝑥→2((√𝑥 − 1 − 1)(√𝑥 − 1 + 1)(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1) ) 

= lim𝑥→2( 𝑥 − 2(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1)) 
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= lim𝑥→2 ( 1√𝑥 − 1 + 1) = 12 

 :2ٰثا٪

lim𝑥→1(√5 − 𝑥 − 2√𝑥 + 8 − 3) = lim𝑥→1((√5 − 𝑥 − 2)(√5 − 𝑥 + 2)(√𝑥 + 8 + 3)(√𝑥 + 8 − 3)(√5 − 𝑥 + 2)(√𝑥 + 8 + 3)) 

= lim𝑥→1((1 − 𝑥)(√𝑥 + 8 + 3)(𝑥 − 1)(√𝑥 + 8 + 3)) 

= lim𝑥→1(−√𝑥 + 8 + 3√𝑥 + 8 + 3) = −32 

( 3ضاش٫ ا٬حعغ ٺشاغجٷ )ا٬ٱثا٪ 𝑥، إٰا ٴفتٙٱ٫ ا٬ٱػا٣٠ ٠ٿ ذا٬ة تفاٺپ ٰٙاٰډت ∞±إ٬ٽ  ٬𝑥ٱا ڀؤٺ٪ ٰډذٕة:

 (4أٺ ٴفتٙٱ٫ ا٬تر٭ځ٫ ٠ٿ ذا٬ة ٘طٮ تفاٺپ ا٬ٱٙاٰډت )ا٬ٱثا٪

 :3ٰثا٪

lim𝑥→+∞ (𝑥 + 1 − √𝑥2 + 𝑥 − 2) = lim𝑥→+∞ ((𝑥 + 1 − √𝑥2 + 𝑥 − 2)(𝑥 + 1 + √𝑥2 + 𝑥 − 2)(𝑥 + 1 + √𝑥2 + 𝑥 − 2) ) 

= lim𝑥→+∞( (𝑥 + 1)2 − (𝑥2 + 𝑥 − 2)𝑥 + 1 + √𝑥2 (1 + 1𝑥 − 2𝑥2))  

= lim𝑥→+∞( 𝑥 + 3𝑥 + 1 + |𝑥|√(1 + 1𝑥 − 2𝑥2))  

= lim𝑥→+∞( 
 𝑥 (1 + 3𝑥)𝑥 (1 + 1𝑥 + √(1 + 1𝑥 − 2𝑥2))) 

 (𝑥 → +∞ ⇒ |𝑥| = 𝑥) 
= lim𝑥→+∞( 

1 + 3𝑥1 + 1𝑥 + √(1 + 1𝑥 − 2𝑥2)) = 12 
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 :4ٰثا٪

lim𝑥→−∞ (2𝑥 + 1 + √𝑥2 + 𝑥 − 2) = lim𝑥→−∞(2𝑥 + 1 + √𝑥2 (1 + 1𝑥 − 2𝑥2)) 

= lim𝑥→−∞(2𝑥 + 1 + |𝑥|√1 + 1𝑥 − 2𝑥2) 

= lim𝑥→−∞(2𝑥 + 1 − 𝑥√1 + 1𝑥 − 2𝑥2) ⇒ (𝑥 → −∞ ⇒ |𝑥| = −𝑥) 
= lim𝑥→−∞(  

 𝑥( 
 2 + 1𝑥 − √1 + 1𝑥 − 2𝑥2⏟              →1 ) 

 
)  
 = −∞ 

 ( اـتٙٱا٪ ا٬ٙطض ا٬ٱمت٣:2

 ڈـتٙٱا٪ ٸعٶ ا٬ّػڀ٥ة ڈ بط أٲ ت٩ٻٲ ا٬ٵٹاڀة ٰٳ ا٬م٫٩:

lim𝑥→𝑥0 (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)𝑥 − 𝑥0 ) 

 𝑓′(𝑥0)ٺٸعٶ ا٬ٵٹاڀة تفاٺپ ا٬ٙطض ا٬ٱمت٣ 

 :1 ٰثا٪

lim𝑥→2(𝑓(𝑥) − 𝑓(2)𝑥 − 2 ) = lim𝑥→2(𝑓(𝑥) − 𝑓(2)𝑥 − 2 ) = 𝑓′(2) = 12 

𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1; 𝑓(2) = 1; 𝑓′(𝑥) = 12√𝑥 − 1 
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 :2 ٰثا٪

lim𝑥→0(sin(𝑥)𝑥 ) = lim𝑥→0(𝑓(𝑥) − 𝑓(0)𝑥 − 0 ) = 𝑓′(0) = 1 

𝑓(𝑥) = sin(𝑥) ; 𝑓(0) = 0; 𝑓′(𝑥) = cos(𝑥) 
 

 𝑓 = 𝑣 ∘ 𝑢: ൝lim𝑥→𝑎 𝑢(𝑥) = 𝑏lim𝑥→𝑣 𝑣(𝑥) = 𝑐 ⇒ lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝑐 

 ٰثا٪:

lim𝑥→+∞( 
 √4𝑥2 − 2𝑥 − 1𝑥2 − 5𝑥 + 3⏟          𝑓(𝑥) ) 

 ;
{   
   lim𝑥→2(4𝑥2 − 2𝑥 − 1𝑥2 − 5𝑥 + 3⏟        𝑢(𝑥) ) = 4

lim𝑥→4(√𝑥⏟𝑢(𝑥)) = 2
⇒ lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 2 

 

 

 :1ا٬را٬ة 

{ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥)lim𝑥→+∞𝑔(𝑥) = lim𝑥→+∞ℎ(𝑥) = 𝑙 ⇒ lim𝑥→+∞𝑓(𝑥) = 𝑙 
 

 ٴٹاڀة ضا٬ة ٰػ٨بة:

 ا٬ٵٹاڀات با٬ٱ٥اغٴة:
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ٰثا٪:

lim𝑥→+∞(2𝑥 ذفبا + cos(𝑥)𝑥 + 1 ) −1 ≤ cos(𝑥) ≤ 1⇒ 2𝑥 − 1 ≤ 2𝑥 + cos(𝑥) ≤ 2𝑥 + 1⇒ 2𝑥 + 1𝑥 + 1 ≤ 2𝑥 + cos(𝑥)𝑥 + 1 ≤ 2𝑥 + 1𝑥 + 1
𝑥)ا٬ٱتػاجرة ٬ٯ تتٝځػ ڄٴٷ ٬ٱا ٰډذٕة:  → 𝑥): ٠إٲ (∞+ + 1 > 0)

𝑥) أٰا إظا ٨اٲ → 𝑥)٠إٲ:  (∞− + 1 < 𝑥)، ٰٵٷ تتٝځػ ا٬ٱتػاجرة ٘ٵط ا٥٬فٱة ٘٭ٽ (0 + 1)
{ 2𝑥 − 1𝑥 + 1 ≤ 2𝑥 + cos(𝑥)𝑥 + 1 ≤ 2𝑥 + 1𝑥 + 1lim𝑥→+∞ (2𝑥 − 1𝑥 + 1 ) = lim𝑥→+∞ (2𝑥 + 1𝑥 + 1 ) = 2 ⇒ 2𝑥 + cos(𝑥)𝑥 + 1 = 2 

:2ا٬را٬ة 

{ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)lim𝑥→+∞𝑔(𝑥) = +∞ ⇒ lim𝑥→+∞𝑓(𝑥) = +∞ 

ٰثا٪:

∞+→lim𝑥 ذفبا ( 𝑥2 − sin(𝑥)) −1 ≤ sin(𝑥) ≤ 1⇒ −1 ≤ −sin(𝑥) ≤ 1⇒ 1 ≤ 2 − sin(𝑥) ≤ 3⇒ 13 ≤ 12 − sin(𝑥) ≤ 1⇒ 𝑥3 ≤ 12 − sin(𝑥) ≤ 𝑥
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{ 
 𝑥2 − sin(𝑥) ≥ 𝑥3lim𝑥→+∞ (𝑥3) = +∞ ⇒ lim𝑥→+∞ ( 𝑥2 − sin(𝑥)) = +∞ 

 :3ا٬را٬ة 

{ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)lim𝑥→+∞𝑔(𝑥) = −∞ ⇒ lim𝑥→+∞𝑓(𝑥) = −∞ 

 ٰثا٪:

lim𝑥→−∞(−2𝑥2 اذفب + 𝑥 cos(𝑥)) −1 ≤ cos(𝑥) ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑥 cos(𝑥) ≤ −𝑥 ⇒ −2𝑥2 + 𝑥 ≤ −2𝑥2 + cos(𝑥) ≤ −2𝑥2 − 𝑥 

{−2𝑥2 + cos(𝑥) − 2𝑥2 − 𝑥lim𝑥→−∞(−2𝑥2 − 𝑥) = −∞ ⇒ lim𝑥→−∞(−2𝑥2 + cos(𝑥)) = −∞ 

  ٰډذٕة:

sin(𝑥))ٜا٬با ٰا ٴفتٙٱ٫ ا٬ٱ٥اغٴة ٬رفاب ٴٹاڀات ا٬طٺا٪ ا٬ٱث٭ثځة  ; cos(𝑥))  ٬ٱا𝑥  ٪ڀؤٺ±∞. 

 .∞±ذځث أٲ ٸعٶ ا٬طٺا٪ ڈ ت٥ب٫ ٴٹاڀة ٘ٵط 

sin(𝑥))ضائٱا ٴٵّ٭٣ ٰٳ ذىػ ا٬طا٬ة ا٬ٱث٭ثځة  𝑓(𝑥)ٺ٬رىػ  ; cos(𝑥))   (1+)ٺ  (1−)بځٳ. 
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𝑥ا٬ٱفت٥ځٯ  = 𝑎 ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٘ٱٻضپ

 )ڀٻاؼپ ٰرٻغ ا٬تػاتځب(
⇒ lim𝑥→𝑎𝑓(𝑥) = ±∞ 1 

𝑦ا٬ٱفت٥ځٯ  = 𝑏 ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب أ٥٠ٿ

 )ڀٻاؼپ ٰرٻغ ا١٬ٻاو٫(
⇒ 

lim𝑥→±∞𝑓(𝑥) = 𝑏 2 

𝑦ا٬ٱفت٥ځٯ  = 𝑎𝑥 + 𝑏  ٰفت٥ځٯ ٥ٰاغب ٰائ٫⇒ 
lim𝑥→±∞(𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏)) = 0 3 

►با٬تٻ٠ځ٣ ٺا٬ٵحاخ ٠ٿ لٹاضة ا٬ب٩ا٬ٻغڀا ◄

ا٬ٱفت٥ځٱات ا٬ٱ٥اغبة:
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