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 الجداء الديكارتي لمجموعتين  -1
 اتحاد مجموعتين  -2
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I- عموميات : 
  

 : جداء الديكارتي لمجموعتينال -1
  

 « R »رح�ت على متن حاف�ت من المكان  لوكالة سياحية تنظم لنأخذ مثا)
 : ، حسب الشكل التالي  « p »مرورا من المكان  « B »إلى المكان 

 
 

                             *                             
R                              P                            B 

  
  : ختلفةلدينا مسارات م « P »و  « R »بين 

  
 « E » مارا من المكان  -
 « S »مارا من المكان     -
 « F »مارا من المكان   -

  
  : وھذا حسب الشكل التالي 

  
                                            :  

  
  
  
  
  
  
 

  : نجد خطين مختلفين « B »و  « P »بين 
  
 « V»و  « T»ان مارا من المك 1(PB)خط  -
 « L»و  « C»مارا من المكان  2(PB)خط  -
  

R:(RP) P 

 :(RP)1 

P E R 

 :(RP)2 

P S R 

 :(RP)3 

P F R 
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 :لدينا الشكل التالي 
  
  
  
  
  
  
  
  : ا"سئلة

  
  تمنح لزبائنھا ؟ (R-B)خط  كم
  

  : لنفرض الطرق الممكنة التالية
  

(RP)1  1ثم(PB)  
(RP)1  2ثم(PB)  
(RP)2  1ثم(PB)  
(RP)2  ثم (PP)2  

(RP)3  1ثم(PB)  
(RP)3  ثم(PB)2  

  
  : ھي  (R-P)ية من الشكل مجموعة البدا

  

 
  

  :  ھي) PB(الشكل ومجموعة الوصول من 
  
  :(PB1)  ،(PB2)  

 
مجموعة  (PB)في المجموعة  (RP)للمجموعة " الجداء الديكارتي"نسمي 

  .حسب ھذا الترتيب (PB)والعنصر  (RP)الثنائيات الممثلة من العنصر 

 (PB)2 

P L B C 
P       R:(PB) B 

 (PB)1 

P V B T 
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  : ھي (PB) × (RP)الثنائيات المنتمية للمجموعة 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  

ممكنة ومختلفة عن  n(3)لديھا ث�ث مخارج  (RP)إذا كانت التجربة 
فإن  P(2)مسارين مختلفين أي  (PB)بعضھا مثنى مثنى وإذا كانت للتجربة 

مسلك ممكن  n×Pلھا  (PB)التجربة التي تستلزم بالقيام أو) بالتجربة  
  .مختلف عن اAخر مثنى مثنى

  
  .يتينمجموعتين منتھ Fو  Eليكن 

  
أصلي المجموعتين أي ھو عدد عناصر كل   و  لنعتبر 

  : ، أيو مرتبط بأصلي   Fأصلي المجموعة . مجموعة
  
 

 

 

 

 

 

  

PB 

(PB)2 (PB)1 

PR 

(RP)1 ((RP)1….(PB)1)     ((RP)1…(RB)2) 

(RP)2 ((RP)2….(PB)2)     ((RP)2…(RB)2) 

(RP)3 ((RP)3….(PB)3)     ((RP)3…(RB)3) 
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 : اتحاد مجموعتين -2
  

  : ارات التاليةمسلنأخذ المثال السابق للوكالة السياحية مع ال
  

  : اتجاھات B » 6 »إلى المكان  « R »لمكان من ا
  

(R-B)1 , (R-B)2,  (R-B)3, (R-B)4, (R-B)5, (R-B)6 
  

  : اتجاھات C » 3 »إلى المكان  R » « :من المكان 
  

(R-C)1 , (R-C)2 , (R-C)3 
  

  الوكالة؟ مختلف تمنحه  كم اتجاه
  

  : الممنوحة ا)تجاھاتعدد 
  

[( R-B)1 + (R-B)2 + (R-B)3 + (R-B)4 + (R-B)5 + (R-B)6 + (R-C)1 + 
(R-C)2 (R-C)3]. 

  
   9=  3+  6: أي
  

  : وبشكل رياضي نكتب
  

R-B =  {(RB)1 , (RB)2, (RB)3, (RB)4, (RB)5, (RB)6} 
 

R – C  =   (RC)1, (RC)2, (RC)3 
  

=∩ RCRB ∅  
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التي ) تحتوي على (  مجموعة الخاليةالتساوي  (RC)تقاطع  (RB)نقرأ 
  ).أي عنصر

  

  : أي
  

ومختلفة مثنى مثنى  لديھا ستة مخارج ممكنة  (RB)إذا كانت تجربة 
) تقبل أي ، فإن التجربتين مخارج  03لديھا  (RC)وإذا كانت تجربة 

التي تستلزم  التجربة ). ين متنافرتينتتجرب(مخرج مشترك 
مسلك ممكن  تحتوي على  (RC)أو ا!خرى  (RB)لقيام بتجربة ا

  .يختلف عن بعضه البعض مثنى مثنى
  

  .Bو  Ω ،Aومجموعتين منفصلتين عن  Ωة يلتكن المجموعة المنتھ
 
  :لدينا الع�قة التالية 

        

  ∅ =   (A ⋂ B)مع                                        
  

    A + B تستبدل بالعبارة A U B فإن العبارة ∅ = A ⋂ B: إذا كان
                                                     

  
 
 
    
n( A ∪ B) = n (A) + n(B)  

                                            n ( A∪ B) = n (A)+n(B) -n (A⋂ B) 
 
 

 :عمـوما
 

                                         
 
 
 
 
      

n (A B) = n (A) + n(B)  

          A                        B 

      A                               B 

A∩B 

n( A∪ B) = n (A) + n(B) - n(A ⋂ B) 
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II- ترتيبات بدون تكرار: 
  

 : مثال -1
  

يجب  « ABCDE »أشخاص،  5لجنة اFدارة لمؤسسة التأمينات مكونة من 
أشخاص لديھم الصفات  3من " المكتب"على ھذه اللجنة تعيين أعضاء 

  : التالية
 

  

 (P)رئيس  -
 (S)كاتب  -
 (T)ة أمين الخزين -
 

  : سؤال
  

كم عدد المكاتب الممكن تشكيلھا مع العلم أن كل عنصر من اللجنة بإمكانه 
ممارسة أي وظيفة من الوظائف المعلن عنھا سابقا وأنه ) يستطيع القيام 

  بالوظائف الث�ثة في آن واحد؟ 
  

  :الحـل
  

  : يمكن تشكيل مكتبين مختلفين
  

 ؛)ACDو  ABE: مثل(حسب ھوية ا!عضاء الذين يشكلونه  -
 ). BEAو  ABE: مثل(ب المناصب المسندة إلى ا!عضاء سح -
  

  : إذا فرضنا أن ا!ول المعين ھو الرئيس، و الثاني كاتب والثالث أمين خزينة
  

 .أشخاص 5ليشغل منصب رئيس، نستطيع تعيين  -
 .أشخاص ممكن تعيينھم 4ليشغل منصب الكاتب  -
 .ن تعيينھمأشخاص يمك 3أخيرا ليشغل منصب أمين الخزينة  -
  

   60=  3 ×4 × 5عدد المكاتب الممكن تشكيلھا 
  

مكتب حيث أن كل مكتب يشكل ترتيبة بدون تكرار " 60"بين يالجدول التالي 
   ).) يوجد تجميع المناصب(
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 « P »    « S »   « T »                                 « P »     « S »    « T » 
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« P »    « S »     « T » 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : تعريف -2
  

عنصر من مجموعة جزئية  nكل قائمة ذات  Eعنصر من  Pنسمي ترتيبة 
  ).  n( تكون ھذه العناصر متمايزة مثنى مثنى    بحيث

 
 : عنصر nعنصر مختارة من بين  Pعدد الترتيبات مكونة من  -3

  

  .عنصر  nمجموعة مكونة من  Eليكن لدينا 
  

    
 
  

  : ا�شكالية

  

عنصر  nبين مختارة من ) عنصر Pمشكلة من (  كم مجموعة جزئية 
  .يمكن تشكيلھا مع اعتبار رتبة ھذه العناصر  

  

  .Pإلى  1علبة مماثلة ومرقمة من  Pلدينا طاولة مكونة من 

 

A 

C 

A 

D 

C 

C 

E 
B 

E 

D 

B 

B 
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C 

B 

A 

A 
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 .عنصر nيمكننا وضع أي عنصر من  1في العلبة رقم  -
 .من العناصر (n-1)يمكننا وضع أي عنصر من  2في العلبة رقم  -
 .عنصر (n-2)عنصر من يمكننا وضع أي  3 رقم في العلبة -

....................................................... 
 .عنصر n-(P-1))يمكننا وضع أي عنصر من  nفي العلبة رقم  -

  
  

  رقم العلب 
 
 

  عدد ا)ختيارات 
  

عدد الترتيبات يساوي جداء عدد العناصر  ،حسب القاعدة السابقة
  .المختارة
  

  .عنصر nعنصر من مجموعة ذات  Pت وبالتالي يكون عدد ترتيبا
  

  « A,n,P »يقرأ  نرمز له 
  

A: ومنه نكتب n
p = n( n -1) (n-2).(n-(p-1). 

  
 : م�حظة -4

  
  : لنأخذ المثال السابق حول لجنة اFدارة لمؤسسة

  
« P » منصب رئيس.  
« S » منصب كاتب.  
« T »أمين خزينة منصب.  

 
  

1 2 P 3 

n (n-1) (n-2) ((n-(P-1)) 
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  : تكتب" لمكاتبا"مجموعة 
  

  
  

  : ومجموعة اللجان تكتب 
  

  
أن يكون لكل بشرط  عنصر من   Bبإرفاق كل عنصر من  ةلنعين ترتيب

وبذلك نضع بعين ا)عتبار  صور مختلفة من  Bعنصرين مختلفين من 
  : ةذات الخاصية التالي في المجموعة  Bمن المجموعة  fتطبيق 

  
 .لھما صورتان مختلفتان في  Bمختلفين من  ينعنصر •
 : وظيفتين مختلفتين مقدمتين من طرف شخصين مختلفين •

  

  
  ).تبايني(تطبيق  fنقول أن 

  
f : E  →   F تباين  <= >, 1x∀ 22,1 . ExE ∈∀∈              
                                                            

21 xx ≠ => )( 1xf  )( 2xf≠ أو  2121 )()( xxxfxf =⇒=  

  
عنصر في المجموعة  Pھو تباين من المجموعة ذات  ومنه عدد الترتيبة 

  .عنصر nذات 
  

  : حالة 60ين من بين تمختلف نرتيبتيتلنشكل في الرسم التالي، 
  

 
 
 
 
 
            A 
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« P »          
 

       B 
« S »          
 
 
« T » 
 
 

 :  العبارات ا"خرى لـ  -5
  

F A:لقد بينا  n
p = n(n-1) (n-2) ..(n-(p-1)  

  
   :لنضرب و نقسم الطرف الثاني لھذه المساواة على الجداء

  
n(n-p) (n-(p+1) ×(n-(p+2)…………×3×2×1 

  
  : ونستطيع كتابة

  

A =n
p

123.........)2()(1()((

123...)1()()(1()...(2)(1(

××××+−+−−
××××+−−−−−−

pnpnpn

pnpnpnnnn
 

  
  

 nيقرأ (    ! nعدد صحيح وھذا الجداء يكتب  nالبسط مشكل من جداء 
  ).عاملي

  
عدد صحيح ويكتب على  (n-P)نفس الشيء بالنسبة للمقام وھو مشكل من 

  )عاملي   (n-P)يقرأ (،  ! (n-P)الشكل 
 
 
 
  

C 

D 

E 
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   :نستطيع إذن كتابة
  

                                                  An
P = 

)!(

!

pn

n

−
 

  
    :فإن n =Pكان إذا  :م�حظة
  

                                               n! 
                   n = p ⇒   A n

n               = n   
                                             (n-n) !  

  
  0!=1=!(n-n)      حيث

  
 : تطبيق -6

  
أخطار من بين  3عضو من شركة تأمين السيارات عليه توقيع ضمان على 

  .ا!خطار الث�ثة إجبارية ومتسلسلةالمحتملة،  10
  

  : لنطبق الع�قة السابقة: جواب
  

A3
10= 10(10-(2-1) (10-(3-1) = 10 × 9 × 8 = 720 

 
 A3

10= 12345678910 ×××××××××      10×9×8 =  720 

       1234567 ××××××  
= 
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III –  ت�التبدي :  
  

 : مثال -1
  

، على ھذه  (A,B,C,D)أشخاص  4ة لشركة التأمين مشكلة من لجنة اFدار
  : ا!شخاص توزيع الوظيفات التالية

  

« P »  ،رئيس« S »  ،كاتب« SA » كاتب مساعد ،« T » أمين خزينة.  
  

  : سـؤال
  

كم لجنة ذات منصب مختلف يمكن تشكيلھا بغرض أن يكون باستطاعة كل 
  ن تجميع المناصب؟ منھم شغل أي منصب معلن عنه وأنه ) يمك

  

  :جـواب
  

 فيما يخصإ) " ذات وظيفتين مختلفتين ) 02() يوجد فرق بين لجنتين 
المناصب المقترحة على المنصب المكتسب من كل عضو، وكل ا!عضاء 

  :القابلين شغل المنصب يتمتعون بذلك
  

  
  

   : حسب ھذا الشكل ما يلي نجد
 

« P »   « S »  « SA »  « T »  « P »« S »« SA »  T » 
      
 
                                                                                         
           
 
 
 
 
 
 
 

 

B  C 
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A 

C     

C 

A 
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 « P » « S » « SA»  « T »                     « P » « S »  « SA » « T »       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  : لمختلف اللجان أن تكون كما يلي يمكن) 1(في الشكل 
  

 (A,B,C,D),(A,B,D,C)  (A,C,B,D),(A,C,D,B), (A,D,B,C), 
(A,D,C,B) المشغولة حسب الترتيب لكل لجنة المناصب :P,S,SA,T  نفس 

  ). 4(،) 3(، ) 2(الم�حظة، لLشكال 
  

 : تعريف -2
  

  E عنصر ھي مجموعة مكونة من كل عناصر nمن  Eكل تبديلة لمجموعة 
  

 : عنصر nعدد تبدي�ت من  -3
  

  .nإلى  1علبة مماثلة ومرقمة من  nلدينا 
  

  n-1 ، n، .......،  3،4، 2، 1عدد العلب 
  

  .n  ،n-1  ،n-2،......2،1عدد ا)ختيارات 
  

 

 : عدد التبدي�ت يساوي عدد ا)ختيارات ويكتب على الشكل
  

Pn = n (n-1) (n-2)×… ×3×2×1 
 

  : ومنه
 

An: ون�حظ أن 
n= n ! = Pn  

 = n! 

C 
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B 

A D 

A 
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  : مثال
  

P4 = 4×3×2×1 = 4×3 ! 
            
P3 = 3×2 ! 
P2 = 2×1 ! 
P1 = 1×0 ! 

  
  : م�حظة -4

  
   بـ" لجنة"في المثال السابق إذا رمزنا لمجموعة 

، إذا أرفقنا كل لجنة تشغيل المناصب  "ومجموعة 
 COط أن يكون لكل عنصر من بشر COعنصر من  CODعنصر من 

  .فإننا نتحصل على تبديلة صورة لعنصر وحيد من  
  
  .ھو تطبيق تقابلي في المجموعة  COمن المجموعة  Fالتطبيق 
  
  : تذكـير

   E→Fتطبيق من f و /Fو  Eلدينا مجموعتين 
  

  : تقابلي إذا وفقط إذا كانتطبيق  fيكون 
  

F نصر من كل ع: متباينf  يكون ھو صورة لعنصر منE  وصورة لعنصر
  . Eمن 

  .Eوھو صورة على ا!كثر لعنصر من  Fكل عنصر من : " ونقول أيضا
  

• F غامر  :  
  

  .Eھو صورة على ا!قل لعنصر من  Fنستطيع أن نقول أن كل عنصر من 
  

  :خ�صة
  

f  تقابل، إذا وفقط إذا كان كل عنصر منF/ لعنصر من  ةھو صورة فعليE  أو
f  تقابل إذا كانf  تباين وf غامر.  
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  : تطبيق
  

  كم حالة للجلوس ممكنة؟ . أبعاد 8ضيوف الجلوس على طاولة ذات  8أراد 
  

P8 = 8×7×6×5×4×3×2×1= 40320 
  

VI – التوفيقات :  
  

 : مثال -1
  

ى ھذه اللجنة لع.  A,B,C,D,Eأشخاص  5تتكون لجنة اFدارة لمؤسسة من 
  .أشخاص مكلفين بتمثيلھم 3ن تعيين أعضاء لوفد مكون م

  

  كم وفد يمكن تشكيله؟ : المطلوب
  

ن�حظ أنه لم نعد نھتم كما في حالة الترتيبات بعدد المناصب لكل ا!شخاص 
يكون وفدان مختلفان إذا كان بينھم . كونين للوفد، وإنما نھتم فقط بھويتھممال

  .شخص على ا!قل يختلف
  

يمكن ترتيب أعضائه بستة  A,B,Cأشخاص  3نفترض أن وفد مكون من 
، وذلك بإجراء كل التبدي�ت  ABC, BAC, CAB,BCA, CBA طرق مختلفة

  : الممكنة بما أن 
  

P3 = 3×2×1=6 
  

حا)ت  6مث� نتحصل على  ACEعلى لجنة أخرى،  يةوبإجراء نفس العمل 
أشخاص ومرتبة حسب  3مختلفة، كل مجموعة من المجموعات مكونة من 

  .3اص بدرجة أشخ 5ترتيبة لـ 
  

  : بستة مرات أيعدد الوفود ھو إذا أصغر من عدد الترتيبات 
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 5كل وفد يشكل توفيقة من : وفود يظھر في الجدول التالي 10إن تكوين 
  .دون تكرار 3بدرجة أشخاص 
  

ABC         ACD           BCD            CDE 
 

ABD         ACE           BCE 
  
ABE          ADE           BDE 

  : تعريف -2
  

E  مجموعة ذاتn  ،عنصرP  عدد طبيعي، نسمي توفيقةP  عنصر من
  .عنصرا Pيشمل  E، كل جزء من  Eالمجموعة 

  

 :Pعنصر من  nعدد التوفيقات  -3
  

 : العبارة ا"ولى •
  

⊃Eليكن    . Eمجموعة جزئية لـ  /Eأي  
 nتبديلة من  Pp على المجموعة الجزئية، نتحصلعنصر من  Pلنبدل 

عنصر، لو كررنا ھذه العملية لكل مجموعة جزئية  Pعنصر ذات درجة 
، نتحصل على Pعنصر ذات درجة  nوتشكل توفيقة عنصر  Pمكونة من 

  .درجة Pعنصر ذات  nكل ترتيبات 
  

  (c,n,p)أو يقرأ  ھذا العدد يكتب 

                                  P

p
nP

n P

A
C =     

C n
p [ ] =+−−=

!

)1)....(1(

P

pnnn
C

p

A p
n

p

p
n

12)...1(

)1)..(1(

××−
+−−

pP

pnnn
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 : العبارة الثانية •
  

  : لنضرب بسط ومقام النسبة السابقة بالمقدار التالي
  

(n-p) ! = (n-p) (n-p-1) ….×3×2×1 
 

C n
p

] ][[ 123)...1)(12)...1(

123)...1)()(1)...(1(

×××−−−×−
×××−−−+−−=

pnpnpp

pnpnpnnn
 

C n
p  

)!(!

!

pnp

n

−
=  

 : م�حظة -3
  

  = 1:لدينا   P=nإذا كان 
  

  : لدينا P=0إذا كان 

  
 : خصائص   -4

  

1°) C p
n = C pn

n
−  

      
       p

n
p

n
p

n CCC =+ −
−−

1
11  

  
  : البرھان

  

2°) C p
n 1− = 

)!1(!

)!1(

−−
−

pnp

n
 

 

C 1
1

−
−

p
n = [ ) ( ] )!()!1(

)!1(

!11()!1(

)!1(

pnp

n

pnp

n

−−
−=

−−−−
−
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  : ومنه
  

C p
n 1− + C 1

1
−
−

p
n  = 

)!1(!

)!1(

−−
−

pnp

n
+ 

)!()!1(

)!1(

pnp

n

−−
−

 

 

= 
)!()!1(!

)!1(!)!1()!()!1()!1(

pnpp

pnpnpnpn

−−
−−−+−−−

 

  

C: نالدي p
n 1−  + C 1

1
−
−

p
n  = 

)!()!1()!1(!

!)!1()()!1()!1(

pnppnp

pnpnpn

−−−−
−+−−−

  

  

C p
n 1− +C 1

1
−
−

p
n =

)!(!

)!1()()!1(

pnp

pnpnn

−
−+−−

=
)!(!

)()!1(

pnp

ppnn

−
+−−

 

 

 C p
n 1−  + C 1

1
−
−

p
n =  

)!(!

)!1(

pnp

nn

−
−

= 
)!(!

!

pnp

n

−
 

  
  

C :وأخيرا p
n 1−  + C 1

1
−
−

p
n  = C p

n  
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