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Module C1

PREAMBULE

La finalit¢ de l'enseignement de I'électrotechnique est de familiariser les
stagiaires techniciens supérieurs avec les notions mathématiques qui sont
propres a cette spécialité afin de leur permettre de réfléchir, d’analyser et de
résoudre des problemes dans n’importe quelle situation de leur vie quotidienne
et professionnelle.

L'enseignement de premiere année aborde 1'étude des mathématiques comme
premier module complémentaire C1 intitulé :

« Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
I’électrotechnique »

Le manuel couvre dans le premier chapitre le calcul et 1’application des
intégrales simples, définies et indéfinies qui servent comme base dans
I’¢lectronique de puissance ainsi qu’en asservissement et régulation, en le
complétant avec des exercices se rapportant a I’électronique

Au deuxieme chapitreon va étudier les nombres complexes avec quelques
applications qui sont nécessaires dans les courants alternatifs ainsi qu’en
machines électriques et 1’asservissement.

Au troisieme chapitre, il sera question de I’é¢tude des matrices qui est un outil
pratique en électricité concernant la loi de Kirchhoff.

Le quatrieme chapitre est consacré a [’application des équations
différentielles pour la résolution des problemes techniques particuliers comme
les filtres en électronique et en asservissement.

Au cinquiéme chapitre, on va faire I’application des séries de Fourier a la
décomposition des signaux dans la commande des moteurs et dans
’asservissement des machines électriques.

Au sixieme chapitre, on va étudier la transformée de LAPLACE qui est
utilisée dans la résolution des problemes techniques d’asservissement et de
régulation des différents parametres des machines électriques.

Le septieme chapitreest consacré a [’application des probabilités et
statistiques qui vous seront toujours utiles dans votre vie professionnelle, par
exemple, le transport de 1’énergie €lectrique.
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PRESENTATION DU METIER
Branche professionnelle :
Electricité — Electronique-Energétique
Présentation de la profession :

Dénomination de la profession : Technicien Supérieur en Electrotechnique.
Définition de la profession :
Le technicien supérieur en électrotechnique doit tre capable :

- De concevoir et de mettre en ceuvre des installations électriques,

- D’assurer la maintenance des équipements de puissance électriques,

- De diagnostiquer et repérer les causes de mauvais fonctionnement des
équipements €lectriques,

- De réparer les équipements et d’effectuer les différents réglages,

- D’assurer le suivi des installations et des équipements, ainsi que leur gestion.

Taches essentielles :

L’¢électrotechnicien, pour assumer convenablement ses tiches, doit acquérir et
maitriser les domaines techniques spécifiques a cette activité. Il doit s’imprégner et
s’accommoder a [D’environnement du monde du travail, pour accomplir
convenablement ses taches :

- Etudier et relever des caractéristiques sur site et élaborer des plans et schémas
d’installation.

- Réaliser les installations électriques d’éclairage et les mettre en service.

- Réaliser les installations électriques et les mettre en service.

- Réaliser les installations de distribution B.T.

- Installer des machines électriques et équipements de production.

- Maintenir et réparer les installations électriques.

- Exploiter le réseau électrique.

- Diagnostiquer les pannes et remplacer les composants défectueux.

- Régler, modifier et remplacer les éléments mécaniques, électriques,
¢lectroniques et d’automatisme.

- Maintenir les machines électriques.

- Tester et démarrer les installations électriques.

- Gérer, organiser et évaluer les coflits de travaux de maintenance.

- Evaluer les cofits de maintenance.

- Exploiter et gérer la documentation technique.

- Gérer le stock
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Conditions de travail :
Lieu de travail :

Atelier de travaux et réparation, ou sur chantier.

Eclairage :
- Normal
- D’appoint dans le lieu d’intervention (lampe amovible,
torche électrique, ...).
Température :

- En fonction du lieu de travail.

Humidité :
- Taux inférieur a 70%.

Bruit et vibration :
- Bruits de machines électriques.

Poussiére :
- Selon le milieu du travail.

Risques professionnels :

- Risque d’¢électrocution,
- Chocs,
- Brilure et blessure.

Contacts sociaux :

- Relations avec les collegues de travail,

- Relations avec les responsables hiérarchiques
subordonnés,

- Travail seul ou en équipe (selon besoin).

Exigence de la profession :

Physique :
- Jouir d’une bonne constitution physique.

Intellectuelles :
- Esprit d’initiative,
- Niveau d’abstraction,
- Esprit d’analyse et de synthese.

et
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FICHE DE PRESENTATION DU MODULE

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
I’électrotechnique.

Code du module : MC 1

Durée : 119 heures

Objectif modulaire
Comportement attendu :

Le stagiaire doit étre capable de :

- Faire des calculs différentiels et intégraux.
- Utiliser les nombres complexes.

- Utiliser les statistiques.

- Appliquer les séries de Fourrier.
- Appliquer les transformées de Laplace.

Conditions d’évaluation :
A partir de :

- Documentation appropriée.

A Paide de :

- Calculatrice scientifique.
- Logiciels.

Criteres généraux de performance :

- Application correcte des regles de calcul,
- Résolution exacte des équations.
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Objectif modulaire (suite)

Objectifs
intermédiaires

1. Calculer les intégrales

2. Etudier les nombres
complexes.

3. Etudier les matrices et
calculer les déterminants.

4. Etudier et appliquer les
équations différentielles.

5. Etudier les séries de

Fourier.

6. Etudier les transformées
de Laplace.

7. Etudier et appliquer les
probabilités et statistiques

Criteres particuliers de
performance

- Calcul et application corrects des
intégrales simples, définies et
indéfinies

-Application appropriée des
nombres complexes.

-Etude appropriée des matrices et
leurs applications.

-Calcul correct des déterminants.

-Application correcte des équations
différentielles pour la résolution
des problemes techniques
particuliers.

-Application correcte des séries de
Fourier a la décomposition
des signaux.

-Utilisation appropriée des
transformations de Laplace pour la
résolution des problémes techniques
de régulation

-Application appropriée des
probabilités et statistiques
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Module C1

CHAPITRE 1

CALCUL DES INTEGRALES

Quelque part sur la terre, il y a un champ qui est coincé entre une route et une
riviere. Le propriétaire du champ meure et on doit le partager en 3 parties
égales pour ses héritiers. On doit donc connaitre sa surface, son aire. C'est
l'objectif de ce chapitre.

1.1 Les Intégrales Définies

D'abord éliminons toutes les données qui ne nous sont pas utiles et placons ce
champ dans un repere. Pour connaitre l'aire sous la courbe, tragons dessous des
rectangles assez larges. On sait calculer l'aire d'un rectangle (longueur fois
largeur), donc en les additionnant tous on trouvera un nombre un peu inférieur
a l'aire que I'on cherche. C’est assez théorique mais en fait 'aire sous la courbe
est égale a la somme des aires d'une infinité de rectangles ayant une largeur
infiniment petite. La largeur infiniment petite est notée dx. C'est une variation
infinitésimale de x.

La hauteur de chaque rectangle est de f(x). Le signe _[ se lit "somme" mais on

: . 74 " [ 4
dit plus souvent "intégrale", et l'aire sous la courbe vaut donc :fo f(x)dx,

c'est a dire la somme pour x parcourant les valeurs de 0 a 4 des f(x) fois dérivée
de x.

(Se prononce "intégrale de 0 a 4 de f(x)dx").

Figure 1 : Champ dans un repeére

WWW.DZPEN.COM | jldl
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flx} ]

1.1.1 Définition d’une Intégrale d’une fonction continue

positive

L’aire du domaine situ¢ sous la courbe C est appelée « intégrale de la fonction f
Dea a b »

Notée : ), f(x)dx = F(b) - F(a)

Ce réel F(b) — F(a) s’appelle I’intégrale de f entre a et b.

On dit aussi « intégrale dea a b de f ».

Les réels a et b sont appelés « les bornes » de I’intégrale ; a est 1a borne
inférieure et b la borne supérieure.

Elle est exprimée en « unité d’aire », [’unité d’aire étant définie comme I’aire
du rectangle construit a partir du repere orthogonal considéré (Figure ci-
dessous).

Figure 2 :domaine d’une fonction positive
X=a

/ [f x=b

Unité d’aire

\

' 5

v

Soulignons le cas particulier : lorsque a = b, le domaine sous la courbe se

N . b
réduit 2 un segment et son aire est nulle : fa f(x)dx =0
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Module C1

1.1.2Définition d’une Intégrale d’une fonction continue négative
Sur un intervalle [a ;b]

Le domaine D considéré (voir la figure ci-dessous) est cette fois I’ensemble des

points
(x;y) du plan vérifiant :a <x <

F(x) <y<0

b
Sion note 4 (D) I’aire de ce domaine on a, par définition : fa f(x)dx =
—AD

Figure 3 : domaine d’une fonction négative

/ x=a )
& P x=5
v
1.1.3Exercice

Indiquer si la réponse suivante est vraie ou fausse.
L’intégrale définie de la fonction suivante : f(x) = x> + 4x ; Sur un intervalle I=

[0 4]
Est égale a 20

1.2LesIntégrales Indéfinies
Maintenant on a le méme champ sauf, on ne connait pas ses limites alors on
procede de la méme maniere, le résultat obtenu on lui rajoute une constante K.

1.2.1 Théoréme fondamental

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I. Alors une
fonction G est une primitive de f sur I si et seulement s’il existe un réel k tel
que G(x) = F(x) + k pour tout x de .

1.2.2 Calcul d’une intégrale a I’aide d’une primitive
On considere deux fonctions F et f définies sur un méme intervalle 1.

WWW.DZPEN.COM | jldl
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Module C1

Dire que F est une primitive de f sur I signifie que F est dérivable sur I et que
pour tout x de I, F’(x) =f (x).

F:x— x"estune primitive sur IR def: x —» 4 x°
Car F’(x) = 4x * =f (x)

1.2.3 Familles de fonctions primitives : Primitives usuelles
Elles sont obtenues par lecture a I’envers du tableau des dérivées des
fonctions usuelles.la lettre n désigne un entier naturel.

Figure4 :primitives usuelles

Fonction Primitive Intervalle de validité I
X2 X ax IcR
- 1 iy B IcRavecnz-1
n-1
L) = i3
m—)lnavecu'«'_*i ::H—1] Ick
X (m-1)x*
-1 m¥
o l T Ick
X X
picnil i IcRk*+
b -+ 4 x,' b
VX

1.2.4 Fonctions primitives de fonctions intrinseques

FigureS5 : primitives de fonctions intrinseques

Fonction Primitive Intervalle de validité |

WWW.DZPEN.COM | Sl V'L; P;
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i e (=N Ick
s L b nfx [cE*
X
X+ cos(x) % b sin(x) IcR
% sinfx) X3 —005(X) IcR
1 2 X > tan(x) IcE- {Tl.' 1
(o] COSE(){) 1+tan IIX:I c E+kﬂ',kEZj
1.2.5Exercice

Parmi les primitives suivantes, quelle est la primitive de la fonction donnée :
f(x) =2 x+ 1/x°

A. Fx)=x*-12x" +C

B. F(x)=2x’/3 + C

C. Fx)=12x* +C

1.3Techniques de calcul intégral

Ces techniques sont particulierement utiles pour établir des relations de
récurrence entre des intégrales, et pour calculer des intégrales de fonctions
dérivées simples comme le Logarithme Ln, Exponentiel Exp ou les fonctions
trigonométriques.

Sans oublier leur utilisation dans les circuits électriques, et enfin de compte
pour calculer les valeurs moyennes d’un signal.

1.3.1Intégration par changement de variables.

Soit ¢ une fonction de classe C sur [a; b], dont les valeurs sont dans .
@(b)

b
[ rle®)e®ar= [ ravau

¢(a)

b
Expliquons concrétement la méthode.f(:f((a)) f(uwdu,

On pose u =¢(t)(changement de variable, donné ou a trouver).

Si t vaut a (respectivement. b), alors u vaut @(a) (respectivemente (b)), ce qui
conduit a changer les bornes de I’intégrale.

Ensuite, du/dt=2 '(t), ou encore (bien que cette écriture soit formellement
incorrecte au niveau BTS) du = @ '(t) dt ; que I’on remplace dans I’intégrale.

1.3.2 Intégration partielle

De la formule (u.v)’=u’v+v’u: Si deux fonctions sont égales alors leurs
intégrales sont égales, donc :
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A A
[ @wiyan = [ i)+ @)dx

Comme la primitive de la dérivée d'une fonction c'est la fonction elle-méme et
que l'intégrale d'une somme de fonctions est égale a la somme des intégrales,

alors :
3 3
[u (:{)v(:f)]i = Iu'(x}v(x}dx+ Iu(x}v'(x)dx
Donc en changeant de coté : ) '
; 3
[u {x)v{x)]ﬂ - Iu(x]v'{x}.:fx = Iu'(x}v(x}.:i’x
Et en inversant 1'égalité : ' )
3 3
Iu'(x)v(x).:fx :[n: (x)v(x)]i - Iu(x)v'(x).:ix

C'est la formule d'intégration par parties.

1.3.3Exercice

2
En effectuant une intégration par parties, de:f1 X In x dx

La réponse correspond a: A. F (1) +F(2)=-3/4
B.F(2)-F(1)=-3/4+2Ln?2
C.F2)-F(1)=Ln2

1.4 Résumé

Dans cette partie on a vu comment se fait le calcul d’une aire a partir d'une
intégrale.

On peut considérer que 1'on assimile une petite portion d'aire a un rectangle de
hauteur f(x) et de largeur dx, et on inteégre (on somme) de a a b.

Notée:f; f(x)dx =F (b) —F (a)

On pourra procéder de méme pour calculer une distance ou un volume.

Une primitive d'une fonction f, c'est une fonction F telle que F' =f.

En mathématiques, l'intégration par parties, le changement de variablesont
deux méthodes qui permettent de transformer 1'intégrale de fonctions en
d'autres intégrales, dans un but de simplification du calcul.
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1.5Exercice de synthese

Spécialité : Electrotechnique

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
I’électrotechnique

Durée : 30 mn

But :c’est de familiariser les stagiaires a appliquer les
techniques de calcul intégral dans le domaine de 1’¢lectricité.

Matériel requis :

- Calculatrice
- Documents appropriés

Mise en situation :

Intensité efficace.
Soit i(t) = Im. Sin (. t); l'intensité instantanée d'un courant alternatif de
période T telle
que o =27/T.

Marche a suivre :

1) Exprimer 1'énergie dissipée dans une résistance R pendant un intervalle de
temps dt.

2) Exprimer 1'énergie moyenne dissipée pendant une période T.

3) Soit L l'intensité du courant continu qui dissipe dans la résistance R la
méme énergie pendant un intervalle de temps égale a T.

En déduire la relation neutre L. et Im. L. est appelée intensité efficace.
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CHAPITRE 2

LES NOMBRES COMPLEXES

Les nombres complexes, tels que nous les utilisons aujourd'hui, datent du
XIXeme siecle. Ils étaient connus sous le nom de nombres imaginaires (terme
qui est resté dans l'expression "partie imaginaire"). Ils sont apparus lorsque I'on
a essayé de résoudre les équations du 3eme degré. Le premier a avoir résolu
des équations du 3eme degré du type x3 + px =g (p > 0, g > 0) semble Etre
SCIPIONE Del Ferro (1465 — 1526), professeur a 1'université de Bologne.
Leurs intérét nous est tres pratique en électrotechnique.

2.1 Ensemble des nombres complexes

Depuis Gauss (1777 — 1855), on a adopté une représentation géométrique des
complexes. Si on munit le plan d'un repere orthonormé, alors le complexe z =
a+ib
Peut se représenter :

— par le vecteur de composantes (a,b), vecteur dit d'affixe z.

— par le point de coordonnées (a,b), point dit d'affixe z.
2.1.1 Théoremes et définitions

I1 existe un ensemble C noté et appelé ensemble des nombres complexes, qui
vérifie les propriétés suivantes :

» L’ensemble C contient I’ensemble des nombres réels ;

* [l existe dans C une addition et une multiplication qui ont les mémes
propriétés que leurs homologues dans R ;

« Il existe dans C un nombre complexe noté i tel que i*=—1 ;

* Pour tout nombre complexe z il existe un unique couple (a, b) de réels
Tel que z = a + ib.

2.1.2 Forme algébrique d’un nombre complexe

L’égalité z = a + ib est la forme algébrique du nombre complexe z.
2.1.3 Partie réelle, partie imaginaire

Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de znotée (Re (z)), le nombre réel b
s’appelle la partie imaginaire de znotée (Im(z)).

On note : a = Re(z) et b = Im(z). Par conséquent z = Re(z) + i Im(z).
Exemple :

Re(3-51)=3 et Im(3-51)=-5

2.1.4 Nombres réels et nombres imaginaires purs
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Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.
On appelle imaginaire pur tout nombre complexe dont la partie réelle est nulle.

Le réel O est le seul nombre complexe qui est réel et imaginaire pur.
2.1.5 Egalité de deux nombres complexes

L’égalité de deux nombres complexes

a+ib=a’"+1ib’

Equivautaa=a'etb=b".

Exemple :

X +iy=3 —5Siéquivautax =3 ety =—5

2.1.6 Nullité d’un nombre complexe

Nullité¢ d’un nombre complexe

En particulier a + ib=0 équivautaa=0et b =0.

2.1.7 Le plan complexe

Le plan complexe désigne un plan dont chaque point est la représentation

graphique d'un nombre complexe.
Exemple : Z = 3+ 4j (En mathématiques, on utilise i a la place de j)

Figure 6 : le plan complexe
Axe des imaginaires

A

47= 3+4]

J [ éxe des réels

En abscisse, nous avons la partie réelle.

En ordonnée, nous avons la partie imaginaire.

2.1.8 Exercice

Associez chacun des réponses a son nombre complexe:

Le nombre complexe la partie réelle la partie imaginaire
521-25 T 1

nombre réel -25 0

nombre imaginaire i 0 5,2
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2.2 Nombre complexe conjugué

Soit z= x + iy un nombre complexe avec x et y réels.
Le conjugué de z est le nombre complexe z= x —iy.
Exemple :

Le conjugué de 3 — 5i est 3 +5i.

Le conjugué de —7 est =7 car —7 = —7 + 0i et son conjugué sera —7 — 0i = —7.
2.2.1 Nombre complexe conjugué, nombre réel et imaginaire
pur

Soit z un nombre complexe :
z est réel si et seulement si z = z;
z est un imaginaire pur si et seulement si z =—z .

2.2.2 Opérations sur les nombres complexes conjugués
Pour tous complexes z et z’

(z+z)=7z+7

(zxz)=Z X2

(z/z)=zlZ Z2#0

1/zY=1/7 z’#0

(—2)=-72z

2.2.3 Inverse d’un nombre complexe

Soit z = x + 1y un complexe non nul, avec x et y réels.

Pour déterminer partie réelle et partie imaginaire de :

1/z =1/ x+iy, on multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué de
z:

Vz=2)zZ=x-iy/ X +y =X/ X +y) +i(-y/ x> + ¥

2.2.4Exercice

Soit z = 3-15. Le produit de z avec son conjugué est : 34 VF
Encercler V si c’est vrai et F si c’est faux

2.3 Module et argument

Le module est une grandeur réelle positive (comme la longueur), et L’argument
d’un nombre complexe est un angle.

2.3.1 Module d’un nombre complexe
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Soit la figure si dessous dans la double fleche est le module du nombre
complexe 3+4i.

Figure 7 : le plan complexe

Axe des imaginaires

A

3+4
ule

od

m

JAxe des réels
01

Module d'un nombre complexe

=,/ (partie réelle)z + (partie imaginaire)2

Le module est une grandeur réelle positive (comme la longueur)est notée |z|
2.3.2 Opérations sur les modules

lzxz'| = |z| x |Z|

lz/2Z'| = |z|/|z'|avec z’#0

11/2 = 1/]z| z#0

|—z|=]z|

|z| =z

2.3.3 L’argument d’un nombre complexe non nul

Soit la figure si dessous dans la double fleche est le module du
nombre complexe, et I’angle est ’argument de son nombre.

Figure 8 : le plan complexe
Axe des imaginaires

A
3+i4
ule

od argument (angl|
m _
JAxe des réels

v

ol 1

L’argument d’'un nombre complexe est un angle.

Un argument de z. On note : arg z = 0 [2x].
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Avec Re z =1z cos (arg z) et Im z = z sin (arg z)

Soitz=x+1Y.
En désignant par 6 un argument de z il vient : Cos0= Rez/|z|

Sin 6=Imz/|z|

Le réel 0 étant une solution de ce systeme, on conclut que arg(z) = 0 [2x].
2.3.4 Argument d’un réel non nul, d’un imaginaire pur

* Le complexe z est un réel strictement positif si et seulement si arg(z) = 0 [2x].

* Le complexe z est un réel strictement négatif si et seulement si arg(z) ==
[2x].
* Le complexe z est un imaginaire pur si et seulement si arg z = m/2[n]

L’argument du nombre complexe z se note : arg(z) = arg(3+ 41)
Dans le cas particulier ou la partie réelle est strictement positive :
arg z = tan”' (partie imaginaire/partie réelle)

Application numérique (avec une calculatrice) :

arg(3+4i)=arc tan (4/3) = +53,130

-Suivant la marque de la calculatrice, la fonction réciproque de la tangente se
note :

arc tanou Shift + tan ou tan-1 ou Atn

-Dans le cas particulier ou la partie réelle est positive et la partie imaginaire
nulle

(Nombre réel positif), I’argument est nul. : arg(8) = 0°

-Dans le cas particulier ou la partie réelle est négative et la partie imaginaire
nulle

(nombre réel négatif), I’argument est 180° (ou =« radians) : arg(- 8) = 180°
-Dans le cas particulier ou la partie réelle est nulle et la partie imaginaire
positive,

I’argument est. + 90° (ou /2 radian) : arg(+2i) = +90°

-Dans le cas particulier ou la partie réelle est nulle et la partie imaginaire
négative,

I’argument est. — 90° (ou— /2 radians): arg(-3i) = - 90°

-Dans le cas particulier ou la partie réelle est strictement négative :

En degrés :

arg Z =180"+ tan’l(partie imaginaire /partie réelle)

En radians :

arg Z =n-+tan”' (partie imaginaire /partie réelle)

2.3.50pérations sur les arguments

Pour tous complexes z et z’ non nuls et pour n entier relatif
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arg(zz' )= arg(z) + arg(z’ )[2n]
arg(z")= narg(z) [2 7]

arg( 1/z)=-arg(z) [2 = ]

arg(z /z’) = arg(z) —arg(z’ ) [2 7 ]
arg(z) = —arg(z) [27 ]

arg(-z) = n—arg(z) [2 7]

2.3.6Exercice

L’impédance complexe de I’association de ZR=R ; Zr=j Lo en parallele est
alors : Z =j R Lo/ R+ jLo,Le module et I’argument sont :

RLW
IZI—W@[ Al‘g(Z)— 7'[/2 -arctang (LW/R) VvV F

Encercler V si c’est vrai et F si ¢’est faux

2.4Les différentes écritures d’un nombre complexe non nul

Les différentes écritures d’un nombre complexe ont pour but de faciliter la
résolution des équations soit en électronique ou bien en électricité exemple ils
sont utiles pour les intégrales en forme cosinus ou sinus.

2.4.1Formes trigonométriques

L’égalité z =1 x (cos 0 + i sin 0) est une forme trigonométrique du nombre
complexe non nul z,

Avec: r=|z|et0=argz[2n].
2.4.2Nombre complexe de module 1 (nombre complexe unitaire)

Tout nombre complexe de module 1 a pour forme trigonométrique cos 0 + 1 sin
0

Oufest un de ses arguments.

On convient de désigner le nombre complexe unitaire cos 0 + i sin 0 par la
notation eif

(On lit : Expo puissance 10).

Cette nouvelle notation conduit aux formules ci-dessous, avec 0 et 0’ réels et n
entier relatif :

. . 0 107
elOX e1(9 — e1((9 0”)

0, i _i(0-0
e el = )

(eie) —e —i0
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2.4.3Formes exponentielles

Légalit¢ Z =T Xeieest une forme exponentielle du nombre complexe non nul
Z,

Avec : r=|z| et 0 = arg z [2x].

2.4.4Formules de Moivre et Euler

Formules de Moivre :

Pour tout réel 0 et tout entier relatif n :
(Cos0+ i sin0)"=cos(n 0) + isin (n0)
(Cos0—i sinf)"=cos(n 0) — isin (n0)
Formules d’Euler :

Pour tout réel 0 :

CosH =(eie+ e _ie) / 2et sino = (eie—e -1 )/ 21
2.4.5Exercice

la forme algébrique du complexe (1 +1v3)* = [2*°, 20 w/3]V F

Pour déterminer la forme (1 + i3 )20; il est préférable d’utiliser les formes
exponentielles plutdt d’effectuer des multiplications successives...

Encercler V si ¢’est vrai et F si ¢’est faux

2.5 Equation du second degré dans C a coefficients réels
D’Alembert est le premier a avoir énoncé, sous une forme compléte, le
théoreme fondamental de 1’algebre, souvent nommé simplement de
d’Alembert, déja avancé par Viete et Girard mais qu’ils n’arriverent pas a
démontrer de facon précise :

Tout polyndome d’une variable complexe, de degré n, admet n racines
complexes (éventuellement égales).

2.5.1Racines carrées dans C
Soit aun nombre réel.
Il admet dans C deux racines carrées :

» Si a est positif, ses racines carrées complexes sont vaet —/a (elles sont
confondues pour a = 0).

* Si a est strictement négatif, ses racines carrées complexes sont i ’— aet —

iN—a.

2.5.2Equation du second degré
On consideére une équation du second degré ax >+ bx + ¢ =0
Avec a réel non nul, b et ¢ réels.
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Le discriminant de 1’équation est le réel A = b >~ 4ac.

* Lorsque A = 0 alors I’équation admet pour unique solution le réel — b/2a
* Lorsque A # 0 alors I’équation admet exactement deux solutions :

- s1 A >0 alors ces deux solutions sont les réels :

—b-VA/2a et-b+VA/2a
- si A <0 alors ces deux solutions sont les complexes conjugués :

“b-ivA/2a et -b+ivVA/2a

2.5.3 Exercice

Les racines de I’équation x >+ x + 2 =0

La réponse correspond a :

A. X1=-(-1-iV7)/2 B. Xl=-1-i7/2 C. X1=-1+i7/2
X2= (-14iV7) /2 X2=-1-i7/2 X2=-1+i7/2
2.6Résumé

En électricité, on peut caractériser le comportement d’un dipole passif linéaire
en régime sinusoidal avec un nombre complexe que I’on appelle « impédance
complexe ».

Ainsi I'impédance complexe d’une résistance est : ZR=R (R est la résistance
en ohms). « La partie réelle »

L’impédance complexe d’une bobine est : ZL=j Lo (L est I’inductance en
henry, et o la pulsation du courant en rad/s), « La partie imaginaire ».
L’impédance complexe d’un condensateur est : Zc=1/j C ® =—j/Co (C est la
capacité en farad, et ® la pulsation du courant en rad/s), « la partie

imaginaire ».

La forme algébrique d’un circuit obtenu par exemple en associant une
résistance avec une bobine pure.

Le nombre complexe conjugué sert comme solution a utiliser quand on veut
déterminer la partie réelle et la partie imaginaire d’un rapport. C’est une
méthode pratique et astucieuse pour simplifier le calcul.

En électronique, on peut caractériser le comportement d’un filtre avec un
nombre complexe que 1’on appelle « Fonction de transfert ».

L’amplification du filtre correspond au module de la fonction de transfert.

Le déphasage entre la sortie et I’entrée est fourni par I’argument de la fonction
de transfert.
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En électricité on caractérise 1I’impédance de 1’association (en ohms) correspond
au module, et le déphasage entre tension et courant est donné par I’argument de
I’impédance complexe.

Pour résoudre n’importe quel probleme en électronique ou électricité, il faut
connaitre les différentes écritures d’un nombre complexe.

Laformule de Moivre sert d’outil essentiel pour simplifier les calculs, au lieu
d’utiliser des produits successifs, la formule d’Euler sert a la linéarisation
polyndme trigonométrique et la simplification, par exemple, en intégrale.

2.7Exercice de synthese

Spécialité : Electrotechnique
Module : Appliquer des notions de mathématiques li€es au
domaine de I’¢électrotechnique

Durée : 30 mn

But :c’est de familiariser les stagiaires a appliquer les nombres
complexes dans les circuits a courant alternatif.

Matériel requis :

- Calculatrice
- Documents appropriés

Mise en situation :

Soit le circuit électrique composé de résistance, inductance et capacité en série
sous tension U(t).
u(t)

<
<«

I(t) R L C
—— O | |

Marche a suivre :

Déterminer I’impédance complexe Z du circuit.
En déduire la partie réelle du circuit.
En déduire la réactance X du circuit.
En déduire le module et I’argument.
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CHAPITRE 3

LES MATRICES ET DETERMINANT

Les matrices sont un outil mathématique bien présent en électrotechnique. On
les utilise en électricité (loi de Kirchhoff) ,dans la commande des machines
électriques (transformation de Park) et en électronique...

3.1 Définitions

Une matrice n X m est un tableau de nombres a n lignes et m colonnes :

Exemple avec : 1 2 0
n=2,m=3 A=
4 3 -1
n et m sont les dimensions de la matrice.
Une matrice est symbolisée par une lettre en caracteres gras, par exemple A.

On note A;; I'élément situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne j (la
ligne est toujours nommée en premier).

_‘411 Ay ‘41m_
Ay Ay o Ay,

_Anl A o Anm_

On note [Ajj] la matrice d'élément général A;;. On a donc : A = [Ajj]

Sim = 1, la matrice est appelée vecteur(plus précisément vecteur-colonne) :
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Remarque :Dans ce chapitre, nous utiliserons des lettres majuscules pour les
matrices et des lettres minuscules pour les vecteurs, mais ce n'est pas
obligatoire.
3.1.1matrice carrée
Si n = m, la matrice est appelée matrice carrée.

-1 0

A=

1/2 2

3.1.2 Matrice diagonale

C’est une matrice carrée dans la diagonale contient des éléments non nuls, et
les autres éléments sont nuls.

D11 O 0
D=0 D22 0
0 0 D33

3.1.3 Matrice unité

C’est une matrice carrée dont la diagonale contient des 1, et les autres
éléments sont nuls, elle est notée In

1 0 0
A=0 1 0
0 0 1
3.1.4 Matrice triangulaire supérieure
Uij=0 sii>j
A1l A12 A13
Uij#0 sii<j A= 0 A22 A23
0 0 A33

3.1.5 Matrice triangulaire inferieure
A1l O 0
Lij=0 sii<j A= A21 A22 0
A31 A32 A33
Lij#0 sii>j

3.1.6 Matrice symétrique

Une matrice carrée A est dite symétrigue si : Aji = Aji# j

1 2 -1
2 3 0

-1 0 4

A=
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3.1.7 Exercice

1 -1 0
Soit la matrice A=|1/2 4 —1]
3 0 2
Associez chacune des réponses a sa question :
I’ordre de A [ 1 0 0]
A=[1/2 4 0
3 0 2
la matrice symétrique de A As
la matrice diagonale de A 1 1/2 3
A=|-1 4 0]
0o -1 2
la matrice triangulaire inferieure de A (1 0 0]
A=[0 4 0
0 0 2

3.20pérations sur les matrices

3.2.1 Addition, soustraction

L'addition et la soustraction des matrices se font terme a terme. Les matrices
doivent avoir les mémes dimensions :

1 2 0 5 2 3] [6 4 3
+ p—

4 3 -1 |1 3 4] |5 6 3
1 2 0 | [5 2 3] [-4 0 -3
4 3 1] |1 3 4] | 3 0 -5

3.2.2 Multiplication par un nombre

Chaque terme de la matrice est multiplié par le nombre :

{1 2 D} [2 4 U}
2 = =

4 3 -1 5 6 -2
3.2.3 Transposition

La transposée AT (aussi notée A'") d'une matrice A est la matrice obtenue en
échangeant les lignes et les colonnes de A :

Module C1
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1 4
1 2 0 r
4 3 -1
o -1
La transposée d'un vecteur-colonne est un vecteur-ligne :
oo
A
B r_
Az

3.2.4 Multiplication des matrices

Définissons tout d'abord le produit d'un vecteur-ligne x' par un vecteur-

colonne y :
Fi
Y z
XT}’:[xl Xa n] T Em xRy e A, :in)"i
i=1
Y

Ce produit est appelé produit scalaire des vecteurs x ety, noté x - y. Les
vecteurs doivent avoir la méme dimension.

Le produit matriciel: le produit de la matrice A (n x m) par la matrice B (m x
p) est la matrice C (n x p) telle que 1'é1ément C;; est égal au produit scalaire de
la ligne i de la matrice A par la colonne j de la matrice B.

Cy = ;Aik% i=l.n j=1l.p

Exemple :

On a en effet, en effectuant les produits ligne par colonne :
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[1 2 0]|2|=1x5+2x2+0%x3=9 1 2 0][3|=1x1+2x3+0x4=7

[4 3 -1]|2|=4x5+3x2-1x3=23 [4 3 -1]|3|=4x1+3x3-1x4=9

Le produit matriciel est :

Associatif : ABC = (AB)C = A(BC)

Distributif par rapport a I'addition : A(B + C) = AB + AC

Non commutatif : AB n'est pas égal a BA en général.

La matrice unité I est élément neutre pour la multiplication : Al,, =LA = A,
Si la matrice A est de dimensions n X m.

Transposée d'un produit : (AB)T =B'AT (Attention au changement d'ordre !).

3.2.5 Inversion des matrices carrées

Une matrice carrée A est dite inversible ou réguliere s'il existe une matrice
Z -1 Z . .
carrée A (appelée matrice inverse) telle que :

AxA'=A"xA=1
Si A n'existe pas, la matrice A est dite singuliere
AHT=A
AN =@h’
(AB)' =B'A™! (Attention au changement d'ordre !)
[diag(Di)]™" = diag(1/Dy)

La matrice A est dite orthogonale si A" = A"
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3.2.6Déterminant d'une matrice carrée

Déterminant d'une matrice carrée d’ordre 2

Pour une matrice 2 X 2, on montre que la matrice inverse est donnée par :

A= = A =—
o ad —bho|—-c o

Le nombre ad — bc est appelé déterminant de la matrice A, noté :

b—|ﬁ|—dtﬂ.
g |7 1Al det(a)

La matrice inverse A™' n'existe donc que si det A est différent de zéro.

La matrice A est singulicre si det A = 0, régulicre dans le cas contraire.
Ce résultat se généralise a une matrice de dimension quelconque.
Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3

Pour une matrice 3x3 on affecte a la premiere colonne le signe + et la
deuxieme colonne le signe — et la troisieme colonne le signe + et on fait le
développement par ligne

+ - +
al bl c1
A=|a2 b2 c2
a3 b3 c3

Det(A)=+a1[b2 CZ] [aZ CZ] l[az b2

b3 a3 c3 a3 b3

=+al (b2¢3-b3c3)-b1 (a2c¢3-a3c2) +cl (a2b3-a3b2)
Remarque:
det(AT) = det(A)
det(AB) = det(A) x det(B)

Le déterminant d'une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des
éléments diagonaux. En particulier, det(I) = 1 (si I est la matrice unité)
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Si A est réguliere, det(A™") = 1/ det(A)
puisque det(AA™") = det(A) x det(A™) = det(I) = 1

Si A est orthogonale, det(A) = =1
puisque det(AA") = [det(A)]* = det(I) = 1

3.2.7 Calcul de la matrice inverse

Soit A =(a ij) une matrice carrée d'ordre n et A ij le cofacteur de I'élément @
ij:

e On appelle Co matrice (ou matrice adjointe) de A, la matrice carrée d'ordre
n,

Notée com (A) (ou adj A) définie par :

OfJAij est le cofacteur de I'élément a ;; de A défini a partir du mineur |Mij| par

la relation :

A= (D™ M

¢ On appelle matrice inverse de la matrice carrée A d'ordre n, la matrice, si
elle existe, notée A™ telle que :
AA'=A" A =Tobtenue par la relation suivante :

tcom (A)

ATl=
N

la]=0)

Ou tCorn(A) est la transposée de la Co matrice de A.

¢ Si A et B sont deux matrices carrées inversibles et du méme ordre, alors :

(AB) =B A"
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Exemple :

Soit la matrice B ,calculons sa matrice inverse

2 3 2 3
E=|0 2 =0 1 2=
-1 —4 -1 -1 —4 -1
|1 2‘ ‘D 2‘ ‘D 1‘
+ - +
-4 -1 -1 -1 -1 —4 2 o g
2 3 1 = 1 2
com(B) = —| ‘ +‘ ‘ —‘ ‘ =|-10 2 =z
—4 -1 -1 -1 -1 —4
‘2 3‘ ‘1 3‘ ‘1 2‘ ro-= 1
+ - +
1 = oz 01
7-10 1
com(Bl=|-2 2 -2
1 2 1
7 —10 1
Yeem(Bi=|—-2 2 —2
D'ou det(B)=6 B'= oo 1
6
3.2.8Exercice
3 1 0
Soit la matrice A=|2 1 0
0 1 1
-1 -1 0
La matrice inverse de A est A'=1[-2 3 0|V F
2 -3 1

Encercler V si ¢’est vrai et F s1 ¢’est faux

3.3 Application aux systemes d'équations linéaires
3.3.1 Formulation matricielle
Un systeme de n équations linéaires a n inconnues est de la forme :

aA11X1 + appXo + ..o+ A1pXy = b]
A21X1 + A»Xo + ...+ A X, = b2

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Ou les a;; sont les coefficients du systeme, les x; les inconnues et les b; les
termes constants.

Un tel systeme peut s'écrire sous forme matricielle : Ax =b tel que

tyy Gyttt dpy 4 by
a a e @ X b
21 22 In 2 2
A= X = b=
_anl dnz T I:I:rm_ _‘xn_ _‘E:ln_

3.3.2 Cas d'une matrice réguliere

Soit le produit matriciel Ax=b

Si la matrice A est réguliére, on a, en multipliant 2 gauche par A™'les deux
cotés de I’égalité:

A'Ax=A"b
Soit: x=A"b
Soit le systeme de 2 équations a 2 inconnues :

2X1 +3X2=9
X1 - X2=2

On a successivement :

vl el

det A =2x{—1)—3x1=-5

A"———l -1 -3
5-1 2

o O S

Soit : x;1 =3, x, = 1.

3.3.3 Exercice
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Soit le systeme de trois équations a trois inconnues suivant : x1+x2-x3=1
-x1+x2+x3=2
x1-x2+x3=3

Les inconnues x1,x2, x3 sont égales a : x1=2 ; x2=3/2 ; x3=5/2 V F

Encercler V si ¢’est vrai et F si ¢’est faux

3.4 Résumé

La matrice est un tableau composé de lignes et de colonnes, elle peut étre un
vecteur ou une ligne.

Pour la résolution de n’importe quel systéme d’équations de la forme Ax =b,
on a besoin des connaissances suivantes :

Calculer le déterminant.

Mettre le systeme sous forme X = A'b.
Déterminer la matrice inverse A™

Faire le produit des deux matrices.

3.5Exercice de synthese

Spécialité : Electrotechnique

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au
domaine de I’¢électrotechnique

Durée :1 H 30 mn

But :c’est de familiariser les stagiaires a la résolution des
matrices dans les circuits en appliquant la loi de Kirchhoff.

Matériel requis :

- Calculatrice
- Document approprié

Mise en situation :

Application des lois de Kirchhoff

Soit le circuit de la figure suivante,
Sachant que : R]=2Q;R2=5Q;R3= 10Q;

EI:ZOV;E2:7OV
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Ri R: I:IR
3

[

B

Marche a suivre :

1. Déterminer les intensités de courants dans les trois branches.
En appliquant pour ce circuit les relations matricielles que vous avez
apprises.

Module C1 WWW.DZPEN.COM | iyl V'l;

Page 41



Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de I’électrotechnique

Module C1

CHAPITRE 4

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Une équation différentielle d’ordre n est une équation reliant une fonction y (n
fois dérivable) a ses n premieres dérivées.

4.1Equations différentielles du premier ordre
Si I’on se place dans un circuit série RL soumis a une tension e (t), alors
I’intensité i(t) induite par cette différence de potentiel vérifie I’équation :

dit) L.
L =2+ Ri() = e(t

Si le signal e est dérivable, on peut dériver cette équation, et 1’on obtient

I’équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants, ce
qu’on va apprendre.
4.1.1 Définition
Une équation différentielle est une équation liant une fonction inconnue et
certaines de ses dérivées. L'usage est de noter cette fonction y ou f ou g. en
fonction de x ou de ¢
On s’intéresse aux €quations du type : a-f °(t) + f(t) = g(t)

Avec :

f(t) une fonction d’une variable réelle t

[ ' (1) =df/dt 1a dérivée de la fonction f par rapport a la variable t

g(t) une fonction d’une variable réelle t

e g une constante réelle (a# 0)

On appelle solution d'une équation différentielle (E) un couple (f, /) ou f est
une fonction et / un intervalle tels que f vérifie (E) sur /.

Résoudre une équation différentielle sur un intervalle I, c'est trouver toutes les
fonctions solutions sur /. (Ce n'est pas toujours évident).

A notre niveau, on aura presque toujours / = IR.

4.1.2Résolution de I’équation homogéne

L’équation homogene associée: a-f ’(t) + f(t) = 0

a et g(t) étant données, le probleme est de trouver la ou les fonctions f(t) qui
vérifient 1’équation différentielle.

La résolution se fait en deux parties :

Recherche de la solution de I’équation homogéne associée :

a-f’(t) + f(t) = 0(C’est I’équation sans second membre)

En mathématique, on montre que la solution de I’équation

a-f(t) + f(t) = Oest : f(t)= C &*

Avec C une constante qui dépend des conditions initiales.
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a.£ () +H(t)=0
a.f(t)=-F(t)
£ (t)/f(t)=-1/a

[P O/fOdt=f = dt

Ln( f(t)) +K= - t/a +K’

Ln f(t)= - t/a +K’-K posons K’-K=constante
f(t)= e-t/a +Constante

f(t)homogéne= C e-t/a

4.1.3Résolution de I’équation particuliére
Recherche d’une solution particuliére de 1’équation générale : a-f °(t) + f(t) =

g(t)
(C’est I’équation avec second membre)
f(t) particuliere = g(t)

4.1.4 Résolution de I’équation générale
La solution générale est la somme de la solution de I’équation homogene
associée et de la solution particuliere.

a-f’(t) + f(t) = g(t)
f(H)=g(v-a £°(t)
f(t)= g(t)-a (c &
f(t)= g(t)-a (-c/a e
f(t)= g(t) + c e

-t/a
f(t)générale= ce h0m0géne+ g(t)particuliére

4.1.5 Résolution a partir d’un circuit électrique RC
U(t) est la tension électrique aux bornes d’un condensateur C alimenté a travers
une résistance R sous une tension constante E :

Figure 9 : circuit électrique RC

R

<>E c — |uw

Les lois de I’Electricité indiquent que : RC du(t)/dt+u(t) = E
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Cherchons maintenant la loi d’évolution de la tension électrique U(t)
Recherche de la solution de 1’équation homogéne associée :RC du(t)/dt+ u(t)
=0

U(t) homogene= K. eVRC
Avec K une constante qui dépend des conditions initiales.

Recherche de la solution particuliere de I’équation générale :RC du(t)/dt+u(t)
=E

U(t)particuliere = E
. Lz -t/RC
- Solution générale : u(t) = u(t)homogene + U(t) particuliere = K. € +E

En prenant comme condition initiale u(t = 0) = 0 V (condensateur déchargé)

Alors: k=-E

Ut=E (1- e*'R%)

4.1.6 Exercice
Résoudre I’équation  y’-3y=0  avec y(1)=4 comme condition initiale

Sa résolution correspond a:

A. F(x)= 8e3(*~1
B. F(x)=2e2*-1
C. F(x)=4e3—1

4.2Equations différentielles du second ordre
Si I’on se place dans un circuit série RLC soumis a une tension e (t), alors
I’intensite i(t) induite par cette différence de potentiel vérifie I’équation :

L S8 4 Ri(t) +1/C i(t)dt= e(t)

Si le signal e est dérivable, on peut dériver cette €quation, et ’on obtient
I’équation différentielle lin€aire du second ordre a coefficients constants, ce
qu’on va apprendre.

4.2.1 Définition

Soit I un intervalle.

1. Soient f1 et f2 deux solutions sur / de I'équation différentielle (E). Alors les
fonctions de la forme Afl + Bf2sont également des solutions sur I de (E).
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2. Si f1 et £2 sont des solutions sur / non nulles sur / et non liées(1) sur /, alors
les solutions sur / de 1'équation différentielle (E) sont toutes de la forme Afl +
Bf2.

On s’intéresse aux équations du type : a-f *’(t) + b-f °(t) + ¢-f(t) = g(t)

Avec :

f(t) une fonction d’une variable réelle t

f' (t) =df/dt la dérivée de la fonction f par rapport a la variable t

f " (t) =df*/dt’ la dérivée deuxieme de la fonction f par rapport a la variable t
g(t)une fonction d’une variable réelle t

a une constante réelle (a# 0)

4.2.2Résolution de I’équation homogéne

Comme précédemment, la solution générale est la somme de la solution de
I’équation sans second membre et de la solution particuliere.

Recherche de la solution de 1’équation homogene associée :
af’t)+bf’t)+cf(t)=0

On définit I’équation caractéristique :

ar’+br+c=0 avecf’(t)=r
Dont il faut chercher les racines de 1’équation du deuxieme degré.
Trois possibilités se présentent suivant la valeur du discriminant : A = b*- 4ac

— A > 0 : deux racines réelles distinctes r1 et r2.

. 1.t 2.t
La solution est alors : f(t)homogene = A.er + B.er

- b—VA
rl= 2a
Avec : — bivE
r2 =
2a

—A =0 : une racine double réelle r .

. .t
La solution est alors : f(t)nomogene = (A.t+ B).er

Avec . T =—
2.a

—A <0 : deux racines complexes conjuguées : I = a £ Sj

ot
La solution est alors : f(t)homogene =€  .[4.c0s(B.t) + B.sin(f.t)]

-b

=22

Avec g- N
2a
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A et B sont deux constantes réelles qui dépendent des conditions initiales.
4.2.3 Résolution de ’équation particuliére

Recherche d’une solution particuliére de 1’équation générale :

a-f’(t) + b. £(t) + c.f(t) =g(t) (C’est I’équation avec second membre)

f(t) particuliere = g(t)

4.2.4Résolution de I’équation générale

La solution générale est la somme de la solution de I’équation homogene
associée et de la solution particuliere.

F(t)genérate = f(t)nomogene + f(t) particuliere

4.2.5 Résolution a partir d’un circuit électrique RLC

u(t) est la tension électrique aux bornes d’un condensateur C = 100 nF
Alimenté a travers une

Résistance R = 100 Q et une bobine d’inductance L = 100 mH par une source
de tension constante E= 10V :

Figure 10: circuit électrique RLC

R L

: TQ ¢ ::Tu(t)

Les lois de I’Electricité donnent : LC dzu(t) /dt*> + RC du(t)/dt + u(t) = E
On suppose le condensateur initialement déchargé et le courant nul :
u(t=0)=0

du(t=0)/dt = 0

a-f (t) + b-f(t) + cf(t) = g(t)
a=LC=10"

b=RC=10"

c=1

g)=E

L’équation caractéristique : a-r+ b-r+ ¢ =0 avec f'(t) =r
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L’équation du discriminant : A = b*- 4ac = -3.99.10™

A< ONous avons deux racines complexes conjuguées

_ 3 v3.99.10-8 . /3.99.10°8
f(t)homogéne = g~ 05107 [A COS(W )-t+ B.sin (W) t]

f(D)générale= f(Dhomogene + f(t) particuliere

f(Dggnérale= f(Dhomogenet E

At=0 u(t=0)=0

u’(t=0)=0

En remplacant t par z€ro on déterminera les valeurs de A et B

A+E=0 A=-E£=-10
{aA+[)’B:0 => B=+10.%=—0.5

f(t) générale™

v3.99.10°8 v3.99.10°8

-0,5103¢ | _ N — [
e [10.cos( 5> 108 )-t —0.5.5in( > 105

+ 10

4.2.6 Exercice

Déterminer la solution de I’équation différentielle donnée qui vérifie les
conditions indiquées :Y*’+1/2y’+y=0 ,y(0)=1, y’(0)=0

La réponse correspond a :

V15 1 . +15

— —-1/4x I Q

A. F(x) = 2e (cos 2 XtEsinT X)
— o 1/2x (oY 0 1 o VIS

B. F(x)=e (cos S X tEsinT, X)
_ ,—1/4x vis 1 VIS

C.Fx)=e (cos X tsinT X)

4.3Résumé
Pour un systeme du premier ordre il faut connaitre les points suivants :

N -t/a .
U(t) homogene= C € aequa‘uon sans second membre avec C constante
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-t/a
f(t)générale= ce homogéne"' g(t)particuliére

Pour un systeme du second ordre sans second membre il faut connaitre les
points suivants :

—A> Of(t)homogene = A.erl't+ B.erz'tou rl et r2 sont les deux solutions
—A= Of(t)homogéne = (A.t+ B). er't ou r est la solution double

t
—A< Of(t)nomogene = € ¢ JA.cos(B.t) + B.sin(B.t)|Ou a et S sont les

parties réelle et imaginaire des solutions

4.4 Exercice de synthese

Spécialité : Electrotechnique

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
1’¢lectrotechnique

Durée : 1 h 30 mn

But : ¢’est de familiariser les stagiaires a la résolution des équations
différentielles dans les circuits a courant alternatif.

Matériel requis :

- Calculatrice
- Document approprié

Mise en situation :

La Charge d’un condensateur a travers un circuit inductif (voir figure si
dessous).

A P’instant t=0 on ferme I’interrupteur K.

R = potentiometre del10 kQ

L=1H
C = 0,68F
E=4V

r =1 Q pour visualiser le courant i
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20 B

g\

y “

Marche a suivre :

e Déterminer I’équation différentielle du circuit.
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CHAPITRE 5

SERIES DE FOURIER

Joseph Fourier (1768-1830), étudia a I’Ecole Royale Militaire d’ Auxerre et,

I1 eut, a ’Ecole Normale Supérieure, Lagrange et Laplace comme professeurs,
étudia la théorie de la propagation de la chaleur, ce qui le mena a la
décomposition des fonctions périodiques (série de Fourier).Les séries de
Fourier et les transformées de Fourier sont deux outils mathématiques
indispensables en électronique et en traitement du signal grace a elle, on peut
obtenir les spectres d’amplitude et de phase des signaux temporels.

5.1Série de Fourier

Un des principaux intéréts des séries de Fourier, est de permettre de
reconstituer un signal périodique de période T (et de fréquence f) a I’aide d’une
somme infinie de signaux sinusoidaux de période T/k (de fréquence kf)

k variant de 1 a I’infini, d’une constante continue

5.1.1 Définition

Soit f une fonction périodique, de période T ,on va démontrer dans la suite du
cours que f{(t) peut s’écrire sous les formes :

Premiére forme: f(t) série de Fourier de f, la série trigonométrique associé a f

f(t) = Z::O(an cos(nwt) + b,, sin( nwt))

f(t) = a, + Z::l(an cos(nwt) + b, sin(nwt)) avec w =2Tn

= a0 + al cos(w?) + b1 sin [w?) + a2 cos Lwt) + b2 sin Qwl) + ......

deuxieme forme : forme harmonique de rang n (spectre de f(t))

f(t) = ao + Z::l(cn cos(nwt + gn))

avec :¢,, = /a3 + b%ettang(pn) = Z—"

Un signal sinusoidal u(?) peut €tre représenté par un trait de hauteur (ordonnée)

son amplitude et d’abscisse sa fréquence f ou sa pulsation®.
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5.1.2 Convergence d’une série Fourier

Lorsque la serie de fourier est convergente , pour tout t , sa somme est une

21
fonction f(t) periodique de periode T=Z

Et on peut écrire f(t) = ay + Z::l(an cos(nwt) + b, sin( nwt))
5.1.3 Coefficients de Fourier d’une fonction périodique
Soit une fonction f(t) périodique de période T, et intégrale sur I’intervalle T,

f(t) peut etre développée sous la forme d'une somme infinie de signaux
sinusoidaux.

On définit, pour n dans N, des nombres réels (appelés coefficients de Fourier
réels) par an et bn

Tel que :f(t) = a, + Z:il(an cos(nwt) + b, sin( nwt))

a;, bl, a2, b2,...., an, bn,...sont les coefficients de Fourier de f(t)

5.1.3.1 calcul des an

On va calculer pour toutes les valeurs de k I’integrale : fOT f(t).cos(kwt) dt
K=0

[, F®.dt= [ (ao+ ¥ 7 (ay cos(nwt) + b, sin(nwt))). dt

D’ou on déduit :ay = %fOTf(t). dt

On remarque que @gest la valeur moyenne de f(t)

K+ 0

[, f(®)cos(kwt)dt =

T
f (ag cos(kwt)
0

+ oo

+ ) (a,cos(nwt) cos(kwt) + b, sin( nwt) cos(kwt))).dt

n=1
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= fOT (ay cos(kwt) +

+00
Z (an cos(nlgwn tcos(MIOD 4 pp sin( nwt) cos(kwt))).dt
n=1

2

k
=[5 dt=2T
290

D’ou on déduit :ak= [ f(£)cos(kat)dt

5.1.3.2 calcul des bn

On va calculer pour toutes les valeurs de K# 0 1’integrale :
[} F(©).sin(kaot) dt

K+ 0

[T f(Osin(kot)dt =

T
J (ao sin(kwt)
0
+ Z (a, cos(nwt) sin(kwt) + b, sin( nwt) sin(kwt))).dt
n=1

= fOT (ay sin(kwt) +

+ oo

zn:l (an cos(nwt) sin(kwt) + b, cos((n—k)wt);cos((n+k)wt)))dt
T bk
02, dt = —T

D’ou on déduit :bk == [ f(£)sin(kot)dt

5.1.4 Exercice

Les coefficients de la série de Fourier de la fonction

A
A B

=<z 0
-

ro {2 on

Sont

1 a = w =
- (‘/;r Ocle + L ?rcf.-z-) =57 Un = L weos(ne)des =0, n > 1

uu:
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T fur 7 sind ree e = %(1 — cos{nw)) = %(1 —{(—1)").

Indiquer si la réponse est vraie ou fausse

5.2 Calcul des Coefficients de Fourier pour des fonctions paires
ou impaires

On considere f: R—» C  Continue par morceaux T-périodique.
Les symétries de f se retrouvent sur sa série de Fourier
5.2.1fonctions paires

f(-t)=f(t) fonction paire

si f est paire ,la fonction f(t)cos(ka)t)est paire donc pour tout n> 1

r T
= ;foff(t)cos(kwt)dt pour K+ 0 et ay = ;foz f(t) dt

La fonction f(t) sin(kwt)est impaire donc by=0
5.2.2fonctions impaires
f(-t)= -f(t) fonction impaire

si f est impaire ,la fonction f(t) cos(Kwt)est impaire donc pour tout n> 1
4 I
bk = - JEf@®sin(kwt)dt  pour K+ 0

La fonction f(t) sin(Kwt)est paire donc a,=0

Attention, les définitions des coefficients des séries de Fourier sont différentes
d’un ouvrage a I’autre. Il est donc vivement recommandé d’€tre vigilant...

5.2.3 Exercice 15

—r < <

La série de Fourier de la fonction : f (1) = &, Sk

siﬂ{ij+siﬂ{3xj+

Est F(x) ~2(sin(x) - . 3

Indiquer si la réponse est vraie ou fausse
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5.3Coefficients de Fourier de la fonction triangulaire

Nous allons ici déterminer les sommes de Fourier de deux signaux classiques.
Ces des fonctions symétriques soit par rapport a I’axe des x ‘o x oudes y’oy.

5.3.1Fonction triangulaire

La fonction triangulaire a la forme d’un triangle comme le nom 1’indique voir
la figure ci dessous.

Figure 11: signaux triangulaires et carrée

f(t)=1-4¢T de 0aT/2 et -3+4¢T de T/2aT
f(t) étant symétrique par rapport a 0, ap =0

an
=2
/T(j (1 - —) cos nwtdt +f (—3 - —) cos nwtdt)
0 T 0 T
= 2/T(Al + A2)
T/2 t
Al = j (1 — 7) cosnwtdt =T/n2n2 (1 — cosnm)
0
A2 = fOT/z (—3 — %) cos nwtdt =T/n’*n* (1 - cos n )

On rappelle que oT =2 =

an=2/T (A; + Ay) =2/T 2QT/n*n* (1 -cosnn)) = 4/n’*n” (1 -cosn )
an = 4/n*n* (1 - cos n )

Si n est pair, an = 4/n’*n* (1 - cos 2k 1) = 0

Si n est impair, an = 4/n°n” (1 - cos (2k+1) 1) = 8/n* *
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Donc an = 8/n* n’ sin est impair si non an = 0

Le méme calcul pour bn donne 0 pour tout n

f(t) = 8/m*Yy_(1/n*Cosnwt)  avec n impair
5.3.2 Fonction carrée

f(t) =4/mY,;_1( 1/n sin nwt) avec n impair
f(t) est la primitive de -4/T f(t) donc

f() =—-16/ TY: ;(—1/n*>wCos nwt) avec n impair

5.3.3Exercice

g est paire g(t)= 1-2t/T pour t [0, T/2] , bn =0 pour tout n= 1

Sinkz =0, donc A; = -2/n*> ®°T cosnm + 2/n> ®°TV F
Encercler V si la réponse est vraie ou F si la réponse fausse

5.4 Résumé

A TI’issue de cette partie de ce chapitre le stagiaire devra étre capable de

calculer les coefficients de Fourier, et d’en déterminer certaines sommes.

Dans la premiere partie de ce chapitre on a calculé les coefficients réels de Fourier,
sachant que pour une fonction, soit qu’elle est paire ou impaire, on peut
déterminerces coefficients :

F(t) paire a0, ak existe et bk=0

F(t) impaire ak=0, et bk existe

Dans la partie suivante on va voir quelques formes pour déterminer le
développement en série de Fourier.
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5.5 Exercice de synthese

Spécialité : Electrotechnique

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
1’¢lectrotechnique

Durée : 30 mn

But :c’est de familiariser les stagiaires a la résolution des séries de fourrier
pour représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle.

Matériel requis :
- Calculatrice

- Document approprié
Mise en situation :

Soit f la fonction numérique définie sur R, de période 4 telle que :
f@®=t si0<t<1
f@®=1 sil<t<3
f@)=4-t si3<t<4
Marche a suivre :
- Etablir que f est paire.

~+00
SoitS(t) =ay + Z(an cos (n a)t) +b, sin (n a)t)) la série de Fourier associée a f
1

- Déterminer a, et o ; Montrer que, pourn =1 :

., L[Cos(ﬂj _q
. n>r> 2
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CHAPITRE 6

TRANSFORMATION DE LAPLACE

La méthode de Laplace permet de transformer la résolution d’une équation
différentielle en équation algébrique. Lorsqu’un élément de circuit ou un
composant est excité par un courant ou une tension quelconque, il entre en
régime transitoire. Sa réponse est alors facilement calculée par la
transformation de Laplace.

6.1 Transformée de Laplace

La définition de la transformée de Laplace est moins importante que ses
propriétés, car on utilisera le plus souvent un tableau des transformées usuelles,
permettant de transformer I’équation différentielle temporelle en équation de
Laplace algébrique, que 1’on résout, avant de revenir a la solution de 1’équation
différentielle de base.

6.1.1 Définition

Soit f'une fonction de la variable réelle ¢, définie sur R et supposée nulle pour #
négatif (fonction causale)

On appelle transformée de Laplace de f, 1a fonction F' définie par:

F{p) — _[eT-‘ Fo.de
1]

Ou p = a + jwest une variable complexe.

Fip)est I'imagede fit) par la transformation de Laplace
fit) est1'original de Fip)

On écrit :F(p) = L [f(t)] ou F(p) c f(t)
f(t) = Lt [F(p)] ou £(t) > F(p)

La transformée de Laplace d'une fonction n'existe que si l'intégrale est
convergente, pour cela on est amené a imposer a f deux conditions :

-&tre continue par morceaux sur tout fermé [0 ; xy]
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-€tre "d'ordre exponentiel a l'infini", c'est a dire qu'il existe M>0 et a tels que
| f(t) | <Me” tpour t > X.

On démontre que si les hypotheses précédentes sont vérifiées, la transformée
de Laplace est définie

Pour p>¢, ou si p est complexe, pour R(p) >a.

Le domaine de convergence de F(p)est] a, co[ (ae R) ou encore, le demi
plan complexeR(p) >a (ae C).

Par la suite on ne considére en général queR (p) > 0.

6.1.2 Transformée de fonctions élémentaires

Les fonctions élémentaires pour nous les électrotechniciens : ce sont des
fonctions continues, de vitesse, d’accélération, de pente, de charge et de

décharge...

6.1.2.1 Fonction échelon unité (fonction d'Heaviside) U(t)

v - [L 20
0 t<0

Figure12 : fonction échelon

e Bt

F(p) = _[ﬂ-*.1.dt=
0 0 Si R (p)>0 alors

lim e Pt

t—> 4+ —p

Ce qui implique :

1
LU=
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6.1.2.2Fonction impulsion unité (Distribution de Dirac)

1

— 0 = t
SiE) = 2 =

i t > =

Figure13 : fonction impulsion

A
tn

1
(3

V&, on a(e: gpsillon),

o

J'a(t).dt -1

Si€ tend vers 0, la distribution de Dirac qui n'est pas une fonction sert a

représenter en physique une action s'exercant sur un instant tres court
(impulsion)

Figure 14: fonction de Dirac

|

E . 0

L(o(e) = Fp) = Jo?t.Lae =L fortae- [e o1 ]
0

AvecR(p)>0

lim 1 [e‘!’-f 1] lim 1 — o P*
+ = — =1

g—>0g - E 0 P-£

On utilise les développements limités ou la regle de I'Hopital)

L(5(t)) = 1

6.1.2.3 Fonction puissance
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Soit

t" t20

mTU(t) =
0w {D t{ﬂ(neN).

Calculons donc
F(p) = J.e_p't.t“.dt -1,
0

Rappelons I’intégration par partie tel que :

u=t" du =nt™"1.dt
e_p't
dv =Pt dt w =
)

Posons le changement de variables :

e_p't © n -
I, = [t“. ] - _[e‘f’".t“.dt
Py Py

(Le premier crochet est nul si R(p)>0)

D'ou
In=£‘In—1
P
1 1 2 nl
I.=—- I,=— 1. =— I,=-—
’ P, 1 I3'2; i I3'3; ......... top™
nl

F(p) =L U®) = p™7 () )
6.1.2.4 Fonction exponentielle

At 45

F(p)=e“‘.U(t)={eﬂ <0

Figure 15: fonction exponentielle
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= t t = t ¢ (Pt i
F(p) = J.e_p' P Ie_{pﬁ:" de=]F—

SiR (p +a)>0 alors,

lim
e—{p"ﬂ}.t =D
t—o o

d’ou (R (p) >-Y(a))

F(p) =L{e**Ut) = 555

6.1.3 Exercice

La transformée de Laplace de la fonction suivante : f(t)= 2%

Est F(p)=2/p’V F
Encercler V si la réponse est vraie ou F si la réponse est fausse.
6.2 Propriétés de la transformée de Laplace

On a besoin de quelque propriété concernant Laplace pour nous guidé€ et nous
facilité le travail.

6.2.1 Linéarité
Va et VBe C et L[f(t)] = F(p) et L[g(t)] = G(p)
L [a f(t) + B.g()] = o . F(p) + B. G(p)

Transformée de Laplace de cos wt.U(t) et sinwt.U(t)

ot ot
= e te — 1 ook —joat | _ 1 1 1
Licoswt) L[T] E[L(e ) + Lie 40| E'[p—jm += +jm]

D’ou
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Licoswt) = zp 5
p tw
De méme pour sinot :
; w
L(Slnmt} = ﬁ
P tw

6.2.2 Regle de similitude (Changement d'échelle)

Soit g(t) = f (at)(a>0)

Fip) =L g(t)] = J'eﬂ-‘.g(t).dt = J'eﬂ-‘.f(a.t).dt
1] 1]

On pose alors le changement de variables :

u=sat

du=adt

B +Hm
a

o —1u u —E.u
Lg(t)] = _[e .f(u).d? =§.J.e 2" f(u).du = é.F(g)
1] 1]

L{f(a.)] - i F)

6.2.3 Regle de translation en p

e £(t)] = _[ﬂ-* e p(1).dt= Ie":‘”ﬂ}'t.f‘(t).dt ~F(p+a)
] ]

Lie ™' .£(t)] =F(p+a)

pta

Lie®' coswt)=— =
(p+af +o®

6.2.4 Regle de translation en t
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+m t, +m
eg(t)] = [ePra(t)hdt=|ePtO.dt+ [e Pt fi(t—ty).dt
! ] ! "

On pose u =t — toet du = dt

- _[ﬂ-*“*“ﬂ’ £(w).du =e Pl ._|'e1’-“ Fiuw).du = P F(p)
1} 1]

IL{f(t —ty)] = e ®* F(p)

t
= ® Est appelé facteur retard

Figurel6 :Image d'un créneau entre 0 et to.

s

f(t) = £,(t) + £5(t) = U(H) - U(t -t )

F(p) - 2 -2 o0
P P

d'ou
F(p) =2 (1)
P
Application: Transformée d'une fonction périodique.

Soit f une fonction périodique pour t>0 de période T,en appliquant la linéarité
et le théoréme du retard

LICECed] — L[S £, (o]

1l suffit de connaitre la transformée de Fy(p) de la fonction fy qui coincide avec
f

Sur [0 ; T].
6.2.5 Transformée de la dérivée.

Si f' est continue par morceaux sur tout fermé [0; x0], et si alors en effet en
intégrant par parties, on obtient:
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Commef(0" ) représentant la limite a droite de f(t) quand t —> 0, d'ot1 le
théoréeme

Généralisation: Si f'' vérifie a son tour les hypotheses du théoreme,
On a: "Dériver c'est multiplier par p"

Cette propriété, qui fait la richesse de la transformée de Laplace sera largement
utilisée dans les équations différentielles

L (£(t)) = P.L(H)-f (0%)

L (°(t)) = P[P.L()-f (09)]-f (0%)

Dans une inductance £ , I’intensité a t=0" est Ip. Exprimer la transformée de
Laplace de la tension.

di
u(t) = € ——
() at

di
L(=—) = pl — 1
(g2 = PP —lo
U(p) = ¢pli(p) — ¢lg
6.2.6 Transformée de la primitive

Faire I’intégrale d’une fonction c’est diviser par I’opérateur de Laplace P

= L
L f@ar==L

Dans une capacité, exprimer la transformée de Laplace du couranti.

t
u — édt
—0—
U(p) — Ic(:p.;

6.2.7Théoreme de la valeur initiale

Le f(0") c’est une valeur initiale de f{(t) et Le £(0") ¢’est une valeur initiale de
£(t)

Lim f(t) = £f(0")=Lim P f(P)
t 0% p +=
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Module C1

di®
u(t) =2¢
(t) I
i(0) =1,
U = fpl(p) — 41,
u + /1
I(p) = (p) o
fp
e 3 Up) + 41 3
i(0O")=1lm_, ,_p o & =1lim _,
Orlim_, ., pU(pP)=UO") =0
lim, , p—P) _o
‘p
lim, ., pXP) 1,

£p
i(07) =i(0)

o0

U(p) N

fp

On retrouve ainsi la non-discontinuité du courant dans une inductance.

6.2.8Théoreme de la valeur finale

Lim f(t) = f(0*)=Lim P £(P)

t +'5’3'p 0 > —»
Equation du Condensateur U(p) = L
1 p(1+RCp)
u(eo) = limg o pU(R) = limy o —P
~ M0 PEP =10 54 Rep)

6.2.9 Exercice

La transformée de Laplace de la fonction suivante : f(t)= e 'sin (w.t)

w
w2+(p+a)?

est F(P)=

Encercler V si la réponse est vraie ou F si la réponse est fausse.
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6.3 Transmittance de Laplace — Impédance opérationnelle
En général, la transmittance est le rapport caractérisant la transmission d'une
grandeur dans un systeme. Elle se calcule par le rapport entre la grandeur en
entrée et en sortie.

6.3.1Transmittanceopérationnelle
Soit un systéme soumis a une grandeur d’entrée u(t) et répondant a cette entrée

par y(t).

L’équation différentielle du temps entre les u et y s’écrit par exemple :
ay"+by'+cy = du'"'+eu"+fu'+gu

Toutes les variables et leurs dérivées sont nulles a t=0.

Traduite en transformée de Laplace, cette équation s’écrit :

ap2Y +bpY+cY = dp3U + ep2U +fpU+qU

La transmittance opérationnelle du systeme est :

Y az+b+c
T(p) = — = —aP TP

_U_dp3+ep2+fp+g

6.3.2 Impédance opérationnelle

L’impédance opérationnelle Z(p) est la transmittance U/I d’un composant.
U(p) = Z(p)I(P)

Tableau des impédances opérationnelles. On rappelle a coté de chaque
composant 1’impédance complexe.

Figurel7 : Impédance opérationnelle des composants

Composants Impédance Impédance
Opérationnelle complexe
Résistance R R
Inductance LP JLW
Capacité 1/CP 1/JCW

Figurel$8 : Quelques transformées usuelles

Fonction temporelle Transformée de Laplace

Echelon : E

Rampe : A.t
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K.exp(-at)
p+a
1 t 1
7007 1+Tp
t 1
1_ L B
&P o(1+Tp)
1 t t 1
(exp(—=) —exp(—=))
T -To Ty Ts (1+Typ)(1+ Top)

6.3.3 Exemple : Charge d’un condensateur initialement déchargé par un
générateur de tension

Equations temporelles : Equation différentielle régie par u.

I — Ri + 1«
d1e

dr
du
dt

z =

E=RC—+u

Solution particuliere de I’équation: u=E, C’est la valeur de u au bout d’un
temps « tres long »

Solution générale de I’équation sans second membre : U= KeXp(_RLC)
Conditions initiales : u(0)=0.t=R.C

u(t) = E(1 —exp(—{»

Equations algébriques de Laplace

La tension d’excitation passe brutalement a t=0 de 0 a E. ceci est physiquement
improbable, mais on suppose le temps de montée tres court. On dit que
I’excitation est

un échelon de tension.

A t=07, ce qui signifie immédiatement avant t=0, u=0.

A t=0", ce qui signifie immédiatement apres t=0,u=E
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On applique la transformée de Laplace a 1’équation différentielle selon les
regles vues plus loin :

A E on associe la fonction de la variable p : —

A la variable u on associe la transformée U(p)
A la dérivée temporelle de u, on associe sa transformée p.U(p)
L’équation temporelle devient : E/P= RC pU(P) + U(P)

_E
p(1+RCp)

Le retour a u(t) donne la méme solution que I’équation différentielle.
De plus on appelle impédance opérationnelle du condensateur, 1’expression

1

Cp
On obtient alors un schéma équivalent du circuit en opérationnel, avec en
majuscule, les transformées de Laplace des variables électriques. Le traitement
du circuit se traite alors comme avec les impédances complexes en régime

Soit: U(p) =

sinusoidal en remplacant jo par la variable p.

En appliquant la loi d’Ohm au circuit avec les grandeurs opérationnelles, on
retrouve 1’équation algébrique de Laplace, image de 1’équation différentielle.

6.3.4Exercice
La réponse de U(P) et U(t) de I’ Atténuateursuivant indiquée si dessous est : V
F
> ]
P g, 1
E Up | —T— Cp Rz
p
U:E Ra ) 1 u t):(i)“_exp_(w)
p R~| +R2 14 R2R1C R'I +R2 R-lec
R1 + R2

Encercler V si la réponse est vraie ou F si la réponse est fausse.
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6.4 Résumé

La résolution mathématique d’une fonction débute a partir de 1’intégral en
appliquant la loi de la transformée de Laplace.

Pour calculer la transformée de Laplace d’une fonction :
-II faut connaitre toute ses propriétés.
-Si les conditions initiales sont nulles, dériver en temporel revient a

multiplier par P ;
De la méme maniere, intégrer en temporel revient a diviser par P en Laplace.

Cette partie nous sert essentiellement quand on est en électronique ou bien en
asservissement.

e || faut connaitre les deux tableaux

o Il faut savoir déterminer 1’équation temporelle de n’importe que circuit
électrique.

o [] faut utiliser les propriétés déja vues pour déterminer la fonction
opérationnelle.

¢ En utilisant la table des transformées de Laplace usuelles, il est possible de
trouver la réponse temporelle de la sortie.

6.5 Exercice de synthese

Spécialité : Electrotechnique

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
I’¢lectrotechnique

Durée : 1h30 mn

But :c’est de familiariser les stagiaires a la résolution des transformées de
Laplace

Matériel requis :

- Calculatrice
- Document approprié

Mise en situation :

Soit le circuit RC:
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i) R
—

Ui 1 i L l Unt)

Marche a suivre :

- Al'aide des tables de transformation de Laplace, donner la fonction de
transfert de ce filtre
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Module C1

CHAPITRE 7

PROBALITES ET STATISTIQUES

La théorie des probabilités est 1'étude des phénomenes liés au hasard.
Lorsqu'on lance une piece de monnaie, on sait que l'issue de 1'expérience peut
étre soit pile, soit face, mais on ne peut en connaitre le résultat avant sa
réalisation. Et les statistiques sont une branche des mathématiques consistant a
analyser et interpréter une série de données présentée sous forme brute.
L’exploitation de ces données est de nos jours grandement facilitée par les
calculatrices et les ordinateurs.

7.1 Statistique descriptive

Ensemble des techniques visant a résumer I’information contenue dans un
ensemble de données a I’aide de graphiques, de tableaux et d’indicateurs
numériques.

7.1.1Statistique descriptive a une variable

7.1.1.1Tableaux statistiques et diagrammes

Les tableaux statistiques et les diagrammes permettent d'organiser et de
présenter les données recueillies.

Le caractere étudié peut étre qualitatif ou quantitatif. Un caracteére quantitatif
peut étre

Discret: il ne peut prendre que des valeurs isolées ;

Continu : il peut prendre toutes les valeurs d'un intervalle.

Dans le cas d'une répartition en classes, on utilise un histogramme pour
représenter graphiquement les effectifs (ou les fréquences) : les aires des
rectangles sont proportionnelles aux effectifs (ou aux fréquences).

Pour tracer le polygone des effectifs cumulés croissants, on place les points
dont :

L’abscisse est la limite supérieure d'une classe ;

L’ordonnée est 1'effectif cumulé croissant de cette classe.

WWW.DZPEN.COM | jldl

Page 71



Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de I’électrotechnique

Exemples : Les éleves d'une classe de Bac réalisent trois enquétes dont les
informations sont données dans les tableaux suivants :

Figurel9: Notes obtenues par les 31 éleves de 1'évaluation de francais

Note x, Effectif »,
3 1
6 2
8 3
9 7
10 5
11 4
12 3
13 1
14 2
15 2
16 1
31
Figure20 : Diagramme en batons
Titre principal
7
6,5
6
5,5
5
45 u
= 4 -
8 3.5 — H
o H
2,5 —H H H H
2 . .
1,5 L |
1 . . -
0,5 T HHHHHHH
0 ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 i0 11 12 13 14 15 16 18 19 20
Note
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La notation est un caractere quantitatif (mesurable) discret (il prend des valeurs
isolées).

Le temps consacré chaque semaine par les éleves du lycée a regarder la
télévision.

Population interrogée : les 620 éleves du lycée.

Intervalle unitaire (IU) : 4 heures

On calcule les Effectif/UI. La hauteur des rectangles correspond a 1'effectif par
intervalle unitaire.

Figure21: temps consacré chaque semaine par les éleves
du lycée a regarder la télévision

Durée h Effectif n, Effectif/UI
[0;4[ 40 40
[4;8[ 80 80
[8 ;12 160 160
[12; 20[ 200 100
[20 ; 28[ 140 70
620

Figure22 : Histogramme

160

Eff/UI

40
30
20
10
0

La durée est un caractere quantitatif continu (il peut prendre toutes les valeurs
d'un intervalle).

Colomre B
Durée (heures)

Figure23 : la musique préférée des éleves du lycée. On calcule les angles des
secteurs

Correspondants aux effectifs n;

figure23 : la musique préférée des éleves du lycée. .
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Type de musique | Effectif », | Angle
Rock 180 105°
Rap/Rai 120 70°
Techno 80 46°
Variété francaise 120 70°
Variété étrangere 80 46°
Autre 40 23°
620 360°

figure24 : Diagramme circulaire

Le caractere étudié est un caractere qualitatif (non mesurable).

7.1.1.2 Mode et étendue statistique

On appelle mode d'une distribution statistique la valeur de la variable qui a

le plus grand effectif.

Dans le cas d'une distribution en classes, on appelle classe modale la classe qui

a le plus grand effectif par intervalle unitaire.

Le centre de la classe modale est appelé mode.

Exemple :

Dans le tableau 19, la note qui a été le plus attribuée est 9.

9 est le mode de cette série statistique.

L'étendue d'une série statistique est la différence entre les valeurs extrémes
du caractere. Dans le tableau 14, la note minimum est 3, le maximum est 16.

L'étendue est donc 16-3 =13

7.1.1.3 Les indicateurs de 1'analyse statistique

OAutre

[ Variété frangaise
[l Variété étrangére
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Poids des sachets | nombre de sachets Effectif cumulé
(en g) croissant -La moyenne
. ; ECC d'une série
z statistique, notée
X est obtenue
par :
P
Z n; X;
- X, +nx, +...+tn,x, 4
N N
Avec :
P
N = 7z, et N effectif total

i=1

X

i . Valeur du caractére ou centre des classes
F1; : Effectif de x; ou de la classe de centre x;,

P - nombre de classes ou de valeurs différentes du caractere.

Exemple : dans le tableau 19, la note moyenne est calculée par :

)_C—1X3+2X6+3X8+7X9+5X10+4X11+3X12+1X13+2X14+2X15+1X16—1006
31 ’

-Variance et écart type d'une série statistique :
La variance
- 2 L 2
E n,(x, —Xx) E 7, x;
=1 — =1

VvV = =
N N

— 2
X

L'écart type

o = SV
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10 ; 50] 20 20
150 ; 100] 70 90
1100 ; 150] 140 230
1150 5 200] 70 300
1200 ; 250] 60 360
1250 5 300] 30 390
1300 ; 350] 10 400

400

Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de I’électrotechnique

¢ Plus o est grand, plus les valeurs de la variable sont dispersées.

e Lorsque la distribution statistique peut étre représentée par une "courbe de

Gauss",

e on constate la répartition suivante des effectifs autour de la moyenne X

Exemple : Calcul de l'écart-type pour le tableau
semaine a regarder la télévision :

Moyenne x

40x2+80x6+160x10+200x16 +140 x 24

Durée | Effectif | centre | (x, — %)’ | n,(x, —X)*
(h) n; X
[0 ; 4] 40 2 144 5760
[4; 8] 80 6 64 5120
8;12[ | 160 10 4 640
[12;20[| 200 16 4 800
[20;28[| 140 24 100 14000
620 26320

26320

Variance V = —— =42.,45
620

620

Ecart-type o =./42,45 =6,5 soit 6 h 30 min

- La médiane :

WWW.DZPEN.COM | jldl

=14h

temps consacré chaque
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C’est la valeur de la variable telle que le nombre de valeurs qui lui sont
inférieures est égal au nombre de valeurs qui lui sont supérieures.

Exemple : La distribution statistique suivante a été établie suivant les ventes de
sachets de bonbons dans un libre-service :

400 o
375
350
325
300 + i
275
250
225

204
[4AvAY

175
150
125
100

Métiane
o

v

ECC

0 - T T T T T T |
150 200 250 300 350
v

poids des sachets (g)

Le rang de la médiane est% = 4—30 =200. La droite (AB) d'ordonnée % et

parallele a 1'axe des abscisses coupe la courbe en M. L'abscisse du point M,
égale a 139 est la valeur médiane de la série statistique.

7.1.2Statistique descriptive a deux variables

7.1.2.1Caractérisation d'une série statistique a deux variables :
Une série statistique a deux variables est une série dont les valeurs sont
données par les couples (x ; y).

Elle est représentée dans un repere orthogonal par tous les points de
coordonnées (x ; y).

L'ensemble de ces points forme un nuage de points. Ce nuage peut avoir une
forme allongée, curviligne ou tres dispersée.

7.1.2.2Droite d'ajustement affine : Méthode de Mayer

Dans le cas d'un nuage de points de forme allongée, et afin de faciliter I'étude
de la série, il est possible de remplacer ce nuage par une droite appelée droite
d'ajustement affine. Pour tracer cette droite, on utilise la méthode de Mayer.
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Exemple : Le tableau suivant donne le chiffre d'affaire réalisé au cours des 6
derniers mois par un site de vente en ligne en fonction du nombre de
commandes regues.

Chiffre d'affaire mensuel (€)

Nombre
de commandes
i 6400 | 8350 | 9125 | 9600 | 10050 | 12000
Chiffre
d’affaires
mensuelles 250 320 335 350 370 400
yi (€) 000 000 000 000 000 000
Représentation du nuage de points
450000
400000 [ |
2
74
!/
350000
|

300000

250000 |

200000

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
nombre de commandes
Page 78
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Calcul des coordonnées des points moyens G; et G; :

On partage le nuage de points en deux groupes de méme importance suivant les
valeurs croissantes de x;, et on calcule les coordonnées des points moyens G; et
G- de chaque groupe de points.

Coordonnées de G; ()_Cl ; y 1) avec

e X| =moyenne des valeurs x du premier groupe

e Y1 =moyenne des valeurs y du premier groupe.

% = 6400+83350+9125 <7 960
3, — 250000 + 3203000 + 335000 <310 650
Donc G, (7 960 ; 310 650)

e Coordonnées de G, (X2 >y 2 ) avec X 2 =moyenne des valeurs x du

deuxiéme groupe et ¥’ > = moyenne des valeurs y du deuxiéme groupe.
9600 +10050 +12000 ~10 550

X5
3
350000 + 370000 -+ 400 000
y, = S s * ~373 330
Donc G (10 550 : 373 000)

On trace la droite d'ajustement qui passe par les deux points G; et Go.
7.1.2.3Equation de la droite d'ajustement affine

L'équation de la droite d'ajustement est de la forme y=a x + b

Rappelons que toute droite passant par les points A (x4 ; y4) et B(X5;Vp)
a pour équation

Y — YA
y=ax+ baveca= X, — x, eth =ys—axi=yp—axp

Dans le cas précédent ,la droite passant par les points :

G; (7960 ; 310 650) et G, (10 550 ; 373 000),

A pour coefficient directeur :
373000 —310650 _

~ 24
10550 — 7960
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b=310650-24*7960 =119 700

La droite d'ajustement affine a donc pour équation : y = 24 x + 119 700
7.1.3 Exercice

La variance de la série des tailles des 35 éleves d'une classe, donnée par le
tableau suivant lors de la présentation des séries statistiques continues :

Valeur du [160 ; [165 ; [170 ; [175; [180 ; [185 ;
caractere 165[ 170[ 175[ 180[ 185] 190[
Effectif 1 5 12 12 3 2

La réponse correspond a:
A. V=30, 53 B. v=31,50 C. v=30,00

7.2 Analyse Combinatoire
Compter les ensembles finis et leurs sous-ensembles utilisés dans la théorie
des probabilités discretes

7.2.1Définitions
E= {12,.,n)

Factorielle

On appelle factorielle de n le produit des entiers naturels de 1 a n.
Notation n!=1.2.34...n

Par convention 0 ! =1

Permutation :
Bijection de E dans E qui détermine un ordre total
Nombre de permutations sur E =n ! =n(n-1)(n-2).....1

Arrangement d’ordre k <n
Sous-ensemble totalement ordonné ayant k éléments de E
Nombre d’arrangements :
k n!
L p— =n(n-1)...(n-k+1)
(n-k)!
Combinaison d’ordre k <n
Sous-ensemble de E ayant k éléments
Nombre de combinaisons :
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n! n (n-1)... (n-k+1)
K!(n-k)! K (k-1)...1

7.2.2 Compléments

Arrangement d’ordre k avec répétitions
Suite ordonnée de k éléments, chaque élément pouvant étre répété un nombre

quelconque de fois nombre d’arrangements d’ordre k avec répétitions : nk

Combinaison d’ordre k avec répétitions
Ensemble non ordonné de k éléments, chaque élément pouvant €tre répété un
nombre quelconque de fois nombre de combinaisons d’ordre k avec répétitions

k
Cn+k—1

7.2.3 Exercice

La combinaison du jeu du loto national, la combinaison gagnante est obtenu en
effectuant un tirage de 6 numéros parmi 49 ?

La réponse correspond a:

A. C$, =12083816
B. C5, =14683816
C. C5, =13983816

7.3 Généralités sur les Probabilités
Pour pouvoir cerner nos connaissances on va voir quelque généralités sur les
probabilités.

7.3.1 Vocabulaire Spécifique des Evénements

Epreuve ou expérience aléatoire
Evénement : réalisation d'un résultat possible de 1'épreuve
QEnsemble des résultats possibles
A ensemble des événements = famille non vide de parties de Q stable
- par passage au complémentaire,
- par réunion finie ou dénombrable,
- par intersection finie ou dénombrable.

oEvénement élémentaire
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A =Q estl'événement certain

A = estl'événement impossible

(A ouB) I'événement A est réalisé ou 1'événement B est réalisé ou les
événements A et B sont réalisés.

Notation : AU B

(A et B) les événements A et B sont réalisés simultanément. Notation : A N B
Non A est I'événement complémentaire de A, il est réalisé si I'événement A
n'est pas réalisé. Notation : A

A et B sont incompatibles si leur réalisation simultanée est un événement

impossible, on écrit: A NB=O

7.3.2 Probabilité d'un Evénement

Définition axiomatique : C’est une fonction Pr de A dans [0,1]
A eA—>Pr{A} €[0,1] (Pr : Probabilité)

Vérifiant les propriétés

e Pr{Q}=1

e SiANnB=C alors Pr{AUB}=Pr{A} +Pr {B}

Conséquences :
* Pr{A)}=1-Pr{A)}
* Pr{d}=0

* pour toute suite finie d'événements incompatibles deux a deux

Pr {AluA2 ...uAn} = X(Pr {Ai})
i=1
Probabilités totales

Pr{AUB}=Pr{A}+Pr{B}-Pr{AnB}

Propriété : Si les événements €lémentaires sont équiprobables alors Pr { A}

est le rapport « nombre de cas favorables » sur « nombre de cas possibles ».
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7.3.3 Probabilités Conditionnelles

On appelle probabilité conditionnelle (ou liée) de 1'événement B par rapport a
I'événement A, la probabilité de réalisation de 1'événement B, sachant que
I'événement A est réalisé.

Probabilité de B sachant A : Pr {B/A}
Pr {AnB}

Pr {B/A} = --—-—mmm-

Pr {A}

Conséquence

Pr{AnB}=Pr{B}.Pr {A/B} =Pr {A}.Pr {B/A}

Evénements indépendants : A et B sont indépendants en probabilité si la
réalisation ou la non-réalisation de A n'affecte pas la probabilité de la
réalisation de B.

Pr {B/A} =Pr {B}

Conséquence

Pr {An B} =Pr {A}.Pr {B} seulement si les événements sont indépendants.
Théoreme de BAYES

Si (Hi) est une partition de Qalors

Pr {Hi}.P {A/Hi}
Pr {Hi/A}= ---mmemmmmeeee- --
Pr {A}
Pr {Hi}.P {A/Hi}
g a5 7 N

Pr {H1}.P {A/H1} +...4+Pr {Hn}.P {A/Hn}
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7.3.4 Exercice

Dans un atelier, on s'intéresse a deux machines a et b. La machine fournit 80%
des pieces dont 5% sont défectueuses. La machine b fournit 20% des pieces
dont 4% sont défectueuses. Une expérience consiste a choisir au hasard une
picce parmi la production journaliere de cet atelier et on souhaite déterminer la
probabilité qu'elle soit défectueuse.

On note A : " La picce a été produite par la machine a", B : " La piece a été
produite par la machine b"et D : "La piece est défectueuse”.

On peut traduire les données en termes de probabilités. On a donc :
P(A)=0,8;P(B)=0,2; P(D/A)=0,05; P(D/B) =0,04.

D'apres la formule de la probabilité totale, on peut écrire :

P(D) = 0,0480n obtient alors : P(A/D) =0,833 De méme, P(B/D) =0,167V  F
Encercler V si la réponse est vraie ou F si la réponse est fausse.

7.4 Variables Aléatoires

Définir une variable aléatoire sur I'univers U d'une expérience aléatoire, c'est
donc le fait d'associer un nombre réel a chaque événement élémentaire de cette
expérience aléatoire. Il existe deux types de variables aléatoires : Les variables

aléatoires discretes ; les variables aléatoires continues.

7.4.1 Généralités

E : une expérience aléatoire

Q) : L’ensemble des résultats possibles

A : I'ensemble des événements

P : une probabilité définie sur A

Une fonction X de Q dans R est une variable aléatoire si pour tout I de R
{weQ| X(w)el} e A

Notation: X € 1

Une variable aléatoire (v.a.) est discrete si elle ne prend que des valeurs
ponctuelles, isolées.

Une variable aléatoire v.a. est continue si l'ensemble de ses valeurs est une

réunion d'intervalles de R.
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Fonction de répartition:

La fonction de répartition d'une v.a. X est la fonction F définie par
F(x) = P( X<xi)

7.4.2 Variables Aléatoires discretes

Loi de probabilité

C’est I'ensemble des couples (Xj ; Pr(X =xj)) 1

notation: Pr(X = xj) = p( Xj ) = pj

Condition: 2 pj = |

i

Fonction de répartition:

F(x) = 3 Pr(X = x{)
Xji <X
Espérance mathématique E(X)
E(X) =2 Pr(X =xj).xj = X( Pi-Xi)
i i
Variance V(X) et écart-type oy
V(X) = E[ (X - E(X))*] = E(X?) - E(X)?
V(X) = ZPr(X = xj).(xj)2 - (E(X))?
V(X) = Zpi.xi)* . (E(X))?
ox =V V(X)

7.4.2.1Couplede variables

Aléatoires discretes
Soit Z= (X, Y)un couple de v.a discretes.
Lav.a X peut prendre les valeurs x| , X2, ... ,Xp

Lav.a Y peut prendre les valeurs yi , y2, ... Yp
pij = P{ Z=(xj.yj)} =P{(X = xpn(Y =yj)}
Loi de Z est donnée sous forme de tableau
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Lois marginales
Cesontles loisde X etde Y

PX=xj) =2 Pij
J
P(Y = yj) =2 pjj
i
Variables aléatoire indépendantes

Quelque soit Vi,j P (X = xj) (Y = yj)) = PX=xj ).P(Y=
Yj )

Lois de probabilités conditionnelles

pij

P((X= X/ (Y =) =-wmmemoees

Zpkj
k

pij
P((Y= yp/(X=Xj) = --mmmmmmmmes
2Pk

k
Covariance

Cov(X,Y) = %; 5 pij( x; - EGO) ;- B(Y))
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

Propriété : si X et Y sont indépendantes
Alors Cov(X, Y) =0 (La réciproque est fausse)

7.4.2.2 Operations sur les variables aléatoires

Somme

E(X +Y)=EX) + E(Y) (X et Y indépendantes ou
non)

VIX+Y)=V(X)+ V(Y) +2Cov(X, Y) (XetY indépendantes ou
non)

VIX+Y)=V(X) + V(Y) (X et Y indépendantes)
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Combinaisons linéaires

E (a1X1 + a2 X0+ ....... +apnXp) = a1 E(X1) + apE(X2) +....

E(XXY)=EX)E(Y) (XetY indépendantes)
Application aux épreuves répétées

Soit X une v.a associée a une expérience aléatoire
p=EX) et oc=0c(X)

On répete n fois I'expérience, on note Xi ( = X) la v.a associée au ieme résultat.

Soit S=X14+X2+...+Xn et X=S/n

E(S)=np E(X)= pn
V(S) =n c? V(X)=02/n
o (S) =cVn oX)=0c/ \n

7.4.2.3Principales lois de probabilité variables aléatoires

discretes
La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est la fonction qui a tout réel k
de X(U), ensemble des valeurs de X, associe la probabilité de I'événement (X =
k), que I'on note P(X = k).
Loi de Bernoulli
Schéma de Bernoulli :
Soit une épreuve aléatoire ayant 2 issues possibles
"Succes" probabilité p de réalisation
"Echec" probabilité q = 1- p de réalisation
X variable aléatoire associée

X =1 encasde "Succes" P(X=1)=p
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X =0 en cas de "Echec" P(X=0)=q

E(X)=p
VX)=p(l-p)=pq

Loi Binomiale

X —B (n,p)

Répétition de n épreuves de Bernoulli Identiques et Indépendantes
X v.a. qui prend pour valeur " le nombre de Succes a l'issue des n épreuves".

valeurs possibles : {0, 1,2 ...,n}
k

P(X=k) =C, p* (1-p) ™K
E(X)=np et V(X)=npq
7.4.3 Variables aléatoires continue

La notion de variable aléatoire continue et toutes les propriétés qui y sont liées
font en grande partie appel a des résultats de calcul intégral.

Fonction de répartition F F(x) = Pr(X <x)

Hypotheses sur F: F est une fonction continue sur R
Il existe une fonction f de R dans R appelée (Densité de probabilité de X )

ft
Telleque: VteR F(t)= f(x) dx
v =00
Conséquences :
on, Pr(X =xg) = 0
F' (1) = ()
o0
Vvt eR, f(t) >0 f(x)dx =1
=00
x1
P(x{<X <x2) = F(x,) - F(xy) = f(x) dx
+ X0

7.4.3.1Espérance mathématique E(X)

EX) = x-f(x) dx

Joo0

7.4.3.2Variance et écart-type
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V(X) = (x - E(X)2(x) dx

V(X) = f(x) dx - (E(X))?

o(X) =/V(X)

7.4.4 Exercice

-0

La loi de probabilité de Y est donc :

Valeurs de k -10 0 10 20 30
P(Y =k) 179 2/9 1/3 2/9 1/9

Son espérance et sa variance sont :

E(Y)=10
V(Y)=1600/9V F

Encercler V si la réponse est vraie ou F si la réponse est fausse.

7.5Résumé

Pour pouvoir faire des statiques il faut se doter des points essentiels suivants :
La classe médiane ; Variance ; Ecart type.

Dans I’ Analyse combinatoire il faut connaitre les points suivants:

-Factorielle n!;
-Permutation : E=n!=n(n-1)(n-2).....1
-Arrangement A¥ ;

-Combinaison CF

Les lois de probabilités se généralisent sur les probabilités totales et les
probabilités conditionnelles.

La notion de variable aléatoire continue et toutes les propriétés qui y sont liées
font en grande partie appel a des résultats de calcul intégral.
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7.6 Exercice de synthese
Spécialité : Electrotechnique

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
I’¢lectrotechnique

Durée : 1h30 mn

But :c’est de familiariser les stagiaires a la résolution des transformées de
Laplace

Matériel requis :

- Calculatrice
- Document approprié

Mise en situation :

Une usine fabrique en grande série des pieces susceptibles de présenter un défaut A
dans 3% des cas, ou un défaut B dans 7% des cas.
L'apparition d'un défaut est indépendante de 1'apparition de 1'autre.

Marche a suivre :

Calculer la probabilité qu'une piece tirée au hasard :
- présente les deux défauts ;

- présente au moins I'un des deux défauts ;

- présente un seul défaut ;

- ne présente aucun défaut.
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Résumé générale

L'intégration est un concept fondamental en mathématiques, issu du calcul des
aires et de l'analyse, et utilis¢ dans de nombreuses branches des
mathématiques. L'intégration permet, entre autres, de calculer la surface de
I'espace délimité par la représentation graphique d'une fonction.

Les opérations de mesure de grandeurs (longueur d'une courbe, aire, volume,
flux...) et de calcul de probabilités étant souvent soumises a des calculs
d'intégrales, l'intégration est un outil scientifique fondamental. C’est la raison
pour laquelle 1'intégration est souvent abordée des 1'enseignement secondaire.

Pour ce faire il faut apprendre le tableau des fonctions usuelles, ainsi les lois
d’intégrations sans oublier de vous exercer plus.

Les nombres complexes se révelent utile dans les domaines de la physique, et
notamment dans 1’étude des ondes et du courant sinusoidal soit en électronique
ou en ¢électricité. On peut caractériser le comportement d’un dipdle passif
linéaire en régime Sinusoidal avec un nombre complexe que I’on appelle «Z :
impédance complexe ».

-On peut chercher le module et I’argument de I’impédance

-On peut utiliser les différentes astuces quand les dipdles sont en parallele ou
en série ou mixte

-On peut faire la linéarisation ou simplifier quand on est en trigonométrie ou
bien en calcul d’intégrale.

-On peut déterminer les racines d’une équation du deuxiéme degré

-On peut ainsi utiliser les différentes formes vues au paravent pour la résolution
de n’importe quel probléme concernant cette partie dans les modules cités.

Le calcul matriciel c’est 1’outil mathématique utilisable pour la loi de
Kirchhoff et pour d’autre module.

Les équations différentielles sont tres utiles en asservissement, en €lectronique
et en électricité.

On fait appel a ce genre de résolution quand on a a faire a des filtres
électriques.

Un électrotechnicien est sensé connaitre la transformée de Laplace pour tracer

n’importe quel signal de sortie d’un circuit électrique.

Pour pouvoir faire des statiques il faut connaitre les points essentiels suivants :
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La classe médiane ; Variance ; Ecart type
Dans I’ Analyse combinatoire il faut connaitre les points suivants:

-Factorielle n !;-Permutation : E =n! =n(n-1)(n-2).....1
-Arrangement Ai‘l :

-Combinaison CF
Dans Les lois de probabilités se généralisent sur les points suivants :

-Probabilités totales ;-Probabilités conditionnelles

Dans Les Variables aléatoire se généralisent sur les points suivants :
- Espérance mathématique E(X)

- Variance V(X) et écart-type oy . indépendantes ;Co variance

- Loi de Bernoulli ; Loi Binomiale
-La notion de variable aléatoire continue et toutes les propriétés qui y sont liées
font en grande partie appel a des résultats de calcul intégral.
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Activité de synthese

Spécialité : Electrotechnique

Module : Appliquer des notions de mathématiques liées au domaine de
1’¢lectrotechnique

Durée : 04 h

But : ¢’est de familiariser les stagiaires a la résolution des mathématiques
dans leur spécialité.

Matériel requis :

- Calculatrice
- Document approprié

Mise en situation :

Cette activité englobe toute les connaissances requise durant le semestre donc
il faut résoudre partie par partie.

Calcul intégral
soit

0.6
I= jﬂ Fx)dx

Résolution d'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle (E) : y" - 3y’ - 4y = -5¢™

ou y est une fonction de sa variable x, définie et deux fois dérivable surE., y' la
fonction dérivée de y et y" sa fonction dérivée seconde.

Transformée de Laplace et équation différentielle

L’étude d’un mouvement amorti amene a considérer la fonction f telle que
1.f(t)=0pourt<O0.

2" (t)+2f' (t)+2f(t)=¢e" pourt> 0.

3.f0)=1letf'(0)=0

Probabilité conditionnelles
L'entreprise a fabriqué en un mois 900 chaudieres a cheminée et 600
chaudieres a ventouse.

Dans ce lot, 1 % des chaudieres a cheminée sont défectueuses et 5 % des
chaudiéres a ventouse sont défectueuses.
On préleve au hasard une chaudiere dans la production de ce mois.

Toutes les chaudieres ont la méme probabilité d'étre prélevées.
On considere les événements suivants :
" La chaudiére est a cheminée " ;
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" La chaudiére est a ventouse ";
"La chaudiere présente un défaut ".

Marche a suivre :

Calcul intégral

1. A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que [ = 3 - 3,6¢C.
2. Donner la valeur approchée arrondie 2 10~ de I.
3. Donner une interprétation graphique du nombre L.

Résolution d'une équation différentielle

1. Déterminer les solutions sur E.de 1'équation différentielle (Eg) : y" - 3y’ - 4y
=0.

2. Soit A la fonction définie sur E.par i(x) = xe™.

Démontrer que la fonction £ est une solution particuliere de 1'équation
différentielle (E).

3. En déduire 1'ensemble des solutions de 1'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) qui vérifie les
conditions initiales

JO)=2etf (0)=-1

Détermination de la transformée de Laplace de f

Nous allons utiliser la transformée de Laplace pour résoudre cette équation
différentielle. Pour cela, nous admettons que f et ses dérivées premieres et
seconde admettent des transformées de Laplace.

On note F la transformée de f. (F(p) =L [ f ()] ).

1. Calculer en fonction de F(p) :

L{f"O], LI Olet LIf"O+2f'O+2f©O ],

2. Calculer L [¢'U(#)] ou U est I’échelon unité.

3. En déduire F(p).

Probabilité conditionnelles

1. Déterminer P(A), P(B) , P(D/A) et P(D/B).

2. Calculer P(D miA) et P(D miB).

3. En remarquant que D = (D mA) “(D mB), que les évenements (D mA) et

(D mB) sont incompatibles, calculer P(D) et P ( Jal ).
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ANNEXE 1

Corrigés des exercices pratiques ainsi que les exercices de synthese, et le
corrigé de I’activité de synthése de tout le module C1

Chapitre N°1
Exercice 1

Faux car F(4)=53.3
Exercice 2

F(x)= x> -1/2x* +C

Exercice 3
F(2)-F(1)=-3/4 +2 Ln 2

Exercice de synthese 1
1) Pendant dt— dw=R.i*.dt

2) Pendant T> w=Jdw=R.I’,,[ sin*(w.t).dt = 1/2 R. I, T
3)R. P T= 172 R. . T= leff = Im/V/?2

Chapitre N°2
Exercice4

IR (5, 2i-2,5)=-2,5
IM (5, 2i-2,5) =5,2

IR (n) =m
IM7 =0
IR (1) =0
IM i=1

Exercice 5
Z x Z= 134

Exercice 6

RLW
VRZF (Lw)?

Arg(Z)=m/2 -arctang (Lw/R)

IZ1=

Exercice 7
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Z=1[2%,20m/3]
Exercice 8
A.X1=(-1-iV7) /2
X2= (-14iV7) /2

Exercice de synthese 2

Z=R +1(Lw-1/C w)

Zréel =R

Zimaginaire = X= Lw-1/Cw
1Z1=/R? + (Lw — 1/Cw)?
Arg(Z)= arc tang (Lw-1/Cw)/R

Chapitre N°3

Exercice 9

Exercice 10

-1 -1 0
A'l=1]l-2 3 o0
2 -3 1

Exercice 11

Les inconnues sont :

x1=2 ; x2=3/2 ; x3=5/2

Exercice de synthese 3:
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A
" ® ﬁ )
VI
C D 2
E, E,
1 Il
B

Le sens des courants étant inconnues, choisissons-les arbitrairement,
- On a 3 inconnues (Il, I2, 13), il nous faut donc 3 équations

indépendantes,
- Laloi des Noeuds :
Au Nceud A: 11+Iz=13
- Laloi des mailles :
er
1 maille- ADBCA:RI -E +E -RI =0=>E -E=RI-RI=51-21
't 1 2 22 2 1 22 11 2 1
:\50
eme
2 maille- ABDA:RI +RI-E =0=>E =RI+RI=51+101 =70
33 22 2 2 22 33 2 3

I +1 =1 I +1 =1 ST -21 =
1 2 3 1 2 3 2 1
50

512-211:5051213;?50 152&:&01]:70

512+1013:70 1512+1OII:7O

|—2 5| 11_50
10 151°127 70

Calculons les courants I1 et I2 en appliquant la matrice inverse, et on déduit I3
de la premicere loi des nceuds.

15 —5||50|| 15x50 ~5x70 | _) 400
—10 —2"1701"1-10x50 — 2x70l ™ [-640

A=)

I1=-5A; 12=8A; I13=3A
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Chapitre N°4
Exercice 12
F(x)= 4e3*~1

Exercice 13

o ijax,. V151 . V1B
Fx)=e (cos 2 X tEsinT X)

Exercice de synthese 4:

Les lois de I’Electricité¢ donnent d “u/dt*+ 2moodu/dt +@y*u = wy’E
Ou u est en fait u c.

Les lois de I’Electricité donnent : LC d*u(t) / dt* + RC du(t) / dt + u(t)
=K

D’ou

Pulsation propre du circuit ©0 = 1///LC

Coefficient d’amortissement m = R/2,/C/L

Résistance critique R = R¢ lorsque m = 1

a-f>’(t) + b-f°(t) + c-f(t) = g(t)

a=LC =0,68.10"

b =RC =0, 68.10”

c=1

git)=E

L’équation caractéristique : a-r’+ b-r+ ¢ =0 avec f'(t) =r

L’équation du discriminant : A = b*- 4ac = -2.26.10°°

A< ONous avons deux racines complexes conjuguées

\V2.26.106

-0,5103t
f S = ’ A-
(t)homogene e l COS( 1.36.10-6 ) t+
J2.26.10-6
B.sin
( 1.36.10-6 )

f()générale= f(Dhomogene + f(t) particuliere
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f(Dggnérale= f(Dhomogenet+ E

At=0 u(t=0)=0

w’(t=0)=0

En remplacant t par z€ro on déterminera les valeurs de A et B

{A+E=O >{ A=-E= -4

=g 445 _
aA+ BB =0 B_+4'B 0.5
f (t)générale=
0510t [ _y cqq Y2 26.10°F . V2.66.10°F
€ cos(q 36106 )t 0-5sin(5egpe -
+4
Chapitre N°5

Exercice 14
1 L] ol T =

g = — (f Odiz +f m.h:) =, a,= f meos(ne)de =0, n > 1,
2 \J-r 0 2 0

b, = fur 7 sind rue de = %{l —cos{nw)) = %{l — {—1)").

Exercice 15

sin(2x) | sin(3x)

F(x) ~2(sin(x) 5 3

Exercicel6

Sinkzn =0, donc A; = - 2/’ ®°T cosnm + 2/n ®’T

Exercice de synthese 5:

1. la fonction f étant paire, on peut écrire que pour tout entier n : bn =0 .
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Calcul de @ puisque fest paire, donc on a :

1 ¢4 1/(¢1 3 4
a =1J.0 f(t)dZ:Z(Iotdt+.[1 dt+.[3 (4—t)dt).
el n [ =T 1 1 3
Dol ay=—|| = | +[t] +| —~—— =_(_+(3_1)+_j=_
4112, 2 || 42 2) 4

4
Remarque : J‘o f (t )dt est aussi ’aire du trapéze OABC. (Le calcul est plus
rapide)
Calcul de a 7

2 4
an — —I f(t) COS(nC(I)dt ,Commea)—z—ﬂ-:z—ﬂ-:z on obtient
T Jo T 4 2

1 ¢4 nrw
a, =— jo f@ycos(—-odr.
La fonction [ f@) COS( t ) est paire, donc on peut écrire :

nrw 3 nw 4 nw
—Eﬁrﬂﬁcmmz4yh—E(Ltam0§4yﬁ+ﬁcm%34yh+L(4—0am0§4yh)

La premiere intégrale nécessite une intégration par parties, en posant :

u@y=t ; u')=1

v'(t) = cos(ﬂ 1) ; v(t)= i sin(ﬂ ).
2 nrx 2

i 2 . (mr j : 2 ¢t (nﬂ j
t X —sin| —1¢ —— | sin| —1 |dt
| nrx 2 o hm?0 2
1{ 2 . (3nrx 2 2 nrx '
=— sin + cos| —t
2| nx 2 nrt\ nx 2 0
1{ 2 . [3n7r 4 [mrj
=— sin + 5| cos| — —1
1 . (mzj 2 (n;zj
= sin + 5| cos| — —1
1

12.n7r3_ . 3nrxr. . nrxw
— I 1><cos(— Hdt = E{E sm(TI)}1 = E(SIH(T) —Sln(T))

11 vient

1 ¢! nrx 1
— | tcos(—t)dt = —
2-[0 (2 ) 2

7~ N\
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La troisieme intégrale nécessite une intégration par parties, en posant :

u(z) =4

@) =cosCE) v(r) = -2 sin(*E
v'(t) = cos( 2 r) v(t) sin( ) 1) .

1 ¢4 nr 1 nrw T
S L (4=1)cos(—1)dr = EH (th

—7.u'(t)y=—1

(4—t)isin

nr &

_|__

2 n

j:sin[%’zjdr]

nr

4
1 2 . (3nrx 2 nw
=—| ——sin| — |+—| ——cos| —¢
21 nr 2 nr\ nr 2 ;
1 2 . (3nrx 4 3nr
=—| ——sin| — |-—— cos(Znﬂ)—cos -
2\ nrm 2 (mr) 2
2 . (3nx 4 3nz
=—| —sin| — |- > 1-cos| —

1 ¢4 nr
S L (4= 1)cos(—1dr _L

-l =)
el )
() i)
e e e T
e (mzr)z EZCOS[%COS(Z””) 2] ) (mzz) [zcos(nzﬂ _2j ) (ni)z [COS(%H

La fonction f étant continue, on peut écrire :
o0

(ol (3]
i)

2
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4 n
T

i

4
a4,=—
1=
T

2
A

.
9
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4 1 2
a :4_7;2(%8(”)_1):?(_1_1):_? ,

4 3r 4 —4 1
Cl3 ZQ[COS(?j—ljzg?(O—l):ﬁ et Cl4 :4—72_2(COS(27Z')—1):0‘
Chapitre N°6

Exercice 17
F(p) = 2/p’

Exercice 18

F(P) =

" w2+(p+a)?

w

Exercice 19

Le traitement du montage ci-dessus avec les impédances opérationnelles
conduit a

Ro ) 1
Ri+Rz",, RoR(C
R1 +R2

. EHQ ( 1t 2)t
Soit u(t) = (—=12_)(1_ exp— (R Ra)t

5
p

)

La tension u(t) suit I’évolution de I’entrée avec une constante de temps

Exercice de synthese 6:

Soit le circuit RC suivant:

1(t) R

R | | 'y
| S

Ui () i . i Ug(®)

Ses équations temporelles sont données par:
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i)=10

R0+ é [16)ds =T

1 !
— - |i{s) d=s = T7,(2)

C"

Apres transformation de Laplace, on obtient:

RIGY 5 1)~ TP

£

=~ 1) =UG)
s

C’

Soit pour la fonction de transfert complexe :

A
Gle)- Ulp) 1+RCp
Chapitre N°7
Exercice 20

En utilisant la formule donnée ci-dessus, on a donc : V=30,53

On obtient par conséquent la valeur approchée de 1'écart type de cette série
:0=5,5cm

- Concretement, cela signifie que les valeurs de cette série s'écartent en
moyenne de 5,5 unités par rapport a la moyenne de cette série qui est d'environ
175 cm.

- Plus la valeur de 1'écart type est importante au regard de 1'ordre de grandeur
des valeurs de la série, plus la série est dispersée. Lorsque son écart type est
relativement faible, on qualifiera la série d'homogene.

Exercice 21

Le nombre de résultats possibles lors d'un tel tirage est donc :

C2, =13983816
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Exercice 22

Dans un atelier, on s'intéresse a deux machines a et b. La machine fournit 80%
des pieces dont 5% sont défectueuses. La machine b fournit 20% des pieces
dont 4% sont défectueuses.

Une expérience consiste a choisir au hasard une piece parmi la production
journaliere de cet atelier et on souhaite déterminer la probabilité qu'elle soit
défectueuse.

On note A : " La piece a été produite par la machine a", B : " La piece a été
produite par la machine b" et D : "La piece est défectueuse”.

On peut traduire les données en termes de probabilités. On a donc : P(A) = 0,8 ;
P(B)=0,2; P(D/A) =0,05 ; P(D/B) = 0,04.

D'apres la formule de la probabilité totale, on peut écrire :

P(D) = P(A n D) + P(B n D)
=P(A) x P(D/A) + P(B) x P(D/B)
=0,8 x 0,05 + 0,2 x 0,04
= 0,048

Connaissant maintenant P(D), on peut aussi calculer, en utilisant la définition
de la probabilité conditionnelle, la probabilité que la piece ait été produite par
la machine a sachant qu'elle est défectueuse, et la probabilité que la piece ait
été produite par la machine b sachant qu'elle est défectueuse.

On obtient alors :

P(A/D)=P(DnA) : P(D)
=P(A) x P(D/A) : P(D)
=0,8 x 0,05: 0,048
= 0,833

De méme,

P(B/D) =0,2 x 0,04 : 0,048
=0,167
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Exercice 23

La loi de probabilité de Y est donc :

Valeurs de k -10 0 10 20 30
P(Y=k) 179 2/9 1/3 2/9 1/9

Calculez son espérance et sa variance ? On obtient :

E(Y)=-10x1/9+0x2/9+4+10x 3/9+20x 2/9 + 30 x 1/9 =90/9 = 10.
V(Y)=(-102x1/9+02x2/9+102x 3/9 + 202 x 2/9 + 302 x 1/9 - 10? = 1600/9

Or E(X) =5 et V(X) =400/9.
On constate alors que : E(Y) = 2E(X) + 6 et V(Y) =22V(X).
Exercice de synthese 7:

1. Calcul de probabilités simples.
- La piece présente les 2 défauts :
Les 2 défauts sont indépendants 1’un de I’autre. Donc :

p(AmB) = p(A)x p(B) =0,03x0,07=0,0021
- La piece ne présente aucun des 2 défauts.
On a, pour la méme raison :

p(ZmE) :p(Z)x p(E) =(1- p(A))x(1- p(B))=0,97x0,93=0,9021
- La piece présente au moins un des deux défauts.1— p(ZmE) =1-0,9408 =0,0592

- La piece présente un et un seul des deux défauts.
p(Z mB) + p(A mE) =0,97x0,07 +0,03x 0,93 =0,0979

En résumé on a la répartition suivante :

A A Total
B 0,0021 0,0679 0,07
B 0,0279 0,9021 0,93
Total 0,03 0,97 1
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Activité de synthese :
Calcul intégral

1.
0.a 0.4
I= [D Fix)dx = jﬂ (x+2)e " dx

{u (xi=e " = u(xi=—-g "

visi=zxz+2=v'(x)1=1
I=[~x+2e ] - [ ~edx

=[-2.6e" +2]- [ ]”

1]
=[-2,6e +2]- [ 1] =3-3,627""

2.1=1,024
3. Le nombre I représente en unité d'aire 1'aire du domaine plan délimité par la
courbe C l'axe des abscisses et les droites d'équation x =0 et x = 0,6

Résolution d'une équation différentielle

1. (Ep) : y"-3y' -4y=0

I'équation caractéristique associée est : r2 - 3r-4 =0

f=(-3)2-4 x1 *x(-4) =9 + 16 =25 > 0 donc deux solutions réelles distinctes :
3-5 =2 345

n=——m=—=-1, n= =4

2 2 2
les solutions de 1'équation différentielle (Eg) sont donc les fonctions y

Définies sur Epar : y(x) = Ae™ + Be™.

2. h(x) = xe™ donc h est deux fois dérivable et pour tout réel x on a :
h(x)=e*-xe"=(1-x)e™
h"xX)=-e*-(1-x)e"=(-1-1+x)e"=(-2+x)e”
h"(x)-3h'(x)-4hxX)=(-2+x)e" -3(1-x)e”"-4xe" =(-2+x-3
+ 3x - 4x)e™

h" (x) - 3h' (x) -4h(x) =-5¢™

donc /4 est bien solution de 1'équation différentielle (E).

3.La solution générale de (E) est la somme de la solution générale de (EO) et de
la solution particuliere de (E).

Les solutions de 1’équation différentielle (E) sont donc toutes les fonctions y
définie sur Rpar y (x) = Ae™ + Be™ + x e™ = (A + x) e™ + Be™

4. f est une solution de 1'équation différentielle (E) donc f définie sur E.par :
f(x) = (A +x) e™ + Be*™ ol A et B sont deux constantes réelles a déterminer.
f'(x)=e™- (A +x)e™ +4Be®™

f(0)=2 A +B=2

f'(0)=-1=1-(A+0)+4B=-1—-A+4B=-2
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—
- A+48=-2 58 =10 =10
La solution f de 1'équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales
f(O)=2etf’ (0)=-1 estlafonction f définie par :
f)=@x+2)e™.

{H+B=2 {H+B=2 {ﬂ=2
—

Détermination de la transformée de Laplace de f
1.
L [f"®]=p2E@p)-pf (0" -f'(0")=p>Fp)-p
LIf'®l=pF@p)-fO)=pFp)-1
LIf"O+2fO+2fO1=L[f"OI+2L[f'OI+2L[f(®]=
PPEp)-p+2pFp)-2+2Fp)=(p>+2p+2)Fp)-p-2
2.

1

LI:E_!U(L‘.:I:I: p—

3. En déduire F(p).
On adonc:

1
»+1

(p+ip+ L) Fipl-p—- 2= =

(p?+2p+ 2F(p)= (p+ 2+ —
p+1

p+2 + 1
pi+p+2 (p+Lipi*+p+2)
Probabilités conditionnelles

Fip)=

1.I1 y a 900 chaudieres a cheminée sur un total de 1500 (900 + 600) chaudieres
donc :

p(A) =900/1500 =9/15=3/5=0,6

Il y a 600 chaudieres a ventouse sur un total de 1500 chaudieres donc :

p(B) =600/1500 = 6/15=2/5=0,4

1 % des chaudieres a cheminée sont défectueuses :

p(D/A) = 1/100 = 0,01

5 % des chaudieres a ventouse sont défectueuses :

p(D/B) = 5/100 = 0,05

2. P(D mA) =P(D/A) =P(A) = 0,01 x0,6 = 0,006

P(D mB) =P(D/B) =P(B) = 0,05 =0,4 = 0,02

3.D"A) (D mB)=DmA mB=D n&= &

donc les évenements (D mA) et (D mB) sont incompatibles, de plus

D =D mA) ‘(D rmB)

P(D) =P((D mA) “(D mB) ) =P(D mA) + P(D mB) = 0,006 + 0,02 = 0,026

P(Z)=1-PD)=0974.
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